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Rappel sur les systémes de systémes de Cramer

Définition
Un systéme linéaire avec n équations et n inconnues

aix1 + apxe + - 4+ awmx, = b (L1)
aix1 + anxe + - 4+ amxpn = b (L2)

anxy + amxe + + amX, = by (Ln)

est dit systéme de Cramer si sous forme échelonnée, il admet n
pivots non nuls.
Proposition

Tout systéme de Cramer admet une seule et unique solution. Son
rang vaut n.



Exercice a paramétre sur les systémes linéaires

Avant de commencer les matrices
Exercice : donner le rang du systéme en fonction de m :
2x  +3y +z =4

—x +my +2z =5
7x 43y +(m-5)z =7

voir solution sur le transparents systémes linéaires



Définition

Dans tout le chapitre : K =R ou K = C (pensez a K=R en
premiére lecture).

Définition
Une matrice a coefficients dans K de type (m, n) est un tableau a
m lignes et n colonnes représenté sous la forme

a11 412 -+ din

ap1 a2 - ap
A=

dml am2 - dmn

Les ajj € K sont les coefficients de la matrice. On note souvent

A = (aj)1<i<mi<j<n-



Les ensembles M ,,(K) et M,(K)

Soit m, n > 1 deux entiers.

Définition
On note M ,,,(K) I'ensemble des matrices a coefficients dans K de
type (m, n).

Définition

On note M ,(K) I'ensemble des matrices a coefficients dans K de
type (n,n). On parle des matrices carrés de taille n a coefficients
dans K.



Définition

Deux matrices A = (ajj) € Mmn(K) et B = (bjj) € Mmn(K) sont
égales si elles ont les mémes coefficients, c'est a dire

ajj = b,'j V(i,j) S {1, ceny m} X {1, ey n}.

Définition

Une matrice est dite nulle si tous ses coefficients sont nuls. Une
telle matrice est notée 0. Ainsi, si A = (ajj) € Mmn(K),

A=0=a; =0%(ij)e{l,..m}x{1,..,n}.
Définition

On appelle sous-matrice d’une matrice A une matrice obtenue en
supprimant certaines lignes et certaines colonnes de A.



Matrices particuliéres
a) Matrice ligne
A= (ann -+ ain) € M1y(K)

b) Matrice colonne

a1l
A= : € Mpmi(K)
aml
c) Matrice carrée
ai1 a2 - din
ap1 a2 -+ axp

dnl dnp2 - dnpn



Certaines matrices carrées sont elles-mémes particuliéres.
i) Matrice triangulaire inférieure

aiz O 0

A=
0
anl .. PR ann

i) Matrice triangulaire supérieure

0 0 ann



iii) Matrice diagonale

aiil 0 0
0o . :
A= . = d|ag(311,...,a,,,,)
: . 0
0 0 ann



Autres exemples (dans les matrices carrés)

1. Matrices scalaires : A = A/, avec A\ € K.

2. Matrices symétriques : soit A € M,(K) une matrice carré. On
dit que A est symétrique, resp. anti-symétrique si et seulement

sipourtout 1 </,j<nonaa;;=ajresp. aj; = —aj;.
1 0 2 0 0 -3
0 3 4 |, 0 O 5 )
2 4 10 3 =5 0
symetrique anti—symetrique
Exercice

- Combien faut-il de coefficients pour déterminer une matrice
symétrique (resp. anti-symétrique) ?

- Ecrire toute matrice carré A comme la somme d’une matrice
symétrique et d'une matrice anti-symétrique.



Autres exemples (dans les matrices carrés)

1. Matrices scalaires : A = A/, avec A\ € K.

2. Matrices symétriques : soit A € M,(K) une matrice carré. On
dit que A est symétrique, resp. anti-symétrique si et seulement
sipourtout 1 </,j<nonaa;;=ajresp. aj; = —aj;.

1 0 2 0 0 -3

03 4 ],10 0 5 |,

2 4 10 3 =5 0

symetrique anti—symetrique
Exercice

- Combien faut-il de coefficients pour déterminer une matrice
symétrique (resp. anti-symétrique) ?

- Ecrire toute matrice carré A comme la somme d’une matrice
symétrique et d'une matrice anti-symétrique.

I . T AT .
(Indication : on verra plus loin que A= 24tA— 4 A=A oy AT est la
transposée de A.)




Opérations
Définition
Soient A = (ajj) et B = (bjj) deux matrices de M p,,(K). On
définit la matrice A+ B par

A+ B = (a,-j + b,'j) € Mmn(K).

(interdit d'ajouter des matrices de taille différente! 1)

Définition
Soient A = (ajj) € Mmn(K) et o € K. On définit la matrice oA par

aA = (aajj) € Mmn(K).
Proposition
Soient A, B, C € Mmp(K) et € K. On a

A+B=B+A; (A+B)+C=A+(B+C); a(A+B) = aA+aB.



Exemple

0 1
-1 0

)
6
9

5
—10

—18



Matrices de base E;;

Definition
Les matrices dites matrices de base! dans M,(K) sont les matrices
Eij, 1 <i,j < ntelles que

Dans M,(R), cela donne :

1 0 01 00 00
E11—<0 0>7E12—<0 0>7E21—<1 0)7522—<0 1)-

= A € My(R) s'écrit

A = anE11 + appEio + ax1Ex1 + an koo

1. On définit plus généralement les matrices de base dans Mmn(K).



Produit de matrices
Définition
Soient A = (ajj) € Mmn(K) et B = (bjj) € Mpp(K). On définit la
matrice C = AB € M pp(K) par C = (cjj) et

n
Cij:Zaikbkj 1§/§m,1§1§n
k=1

Remarque

1. Attention a la compatibilité des dimensions :

Mmn(K) x Mpp(K)

2. Le produit AB peut étre défini sans que BA ne le soit. Et
méme si AB et BA sont tous deux définis (matrices carrées),
en général AB # BA.

3. Si AB = BA, on dit que A et B commutent.
4. |l se peut que AB =0 alors que A# 0 et B # 0.



Concrétement

AB

/ﬁ A
Qik

(AB);;

Iimportant est le n commun,
peu importe m et p ...



Exemple

Taille (3,2)

—_——~
31
2 4
1 0
1 2 3 10 9
2 0 2 8 2
1 30 9 13
7 5 2 33 27
Taille (4,3)  Taille (4,2)

Mémo :
1. Le coefficient (i, /) de la nouvelle matrice est a l'intersection
de la ligne i et de la colonne j (produit ligne - colonne).

2. Produit AB possible : nombre de lignes de B = nombre de
colonnes de A.



Produit matrice/vecteur

x1
ay ... ap, 3 anzy + apry + ...+ a1t
as ... a, a2171 + a2T2 + ... + G2,%p
aml - Gmn am1T1 + am2x2 + ... + GmaTn
z -
A€ My a(K) " matrice unicolonne (€ My, 1(K))
ai cee Qin
a; ... asg - s -
B B i=1 i=1 i=1
am1 ... Qmn i ili
matrice uniligne (€ My ,(K))

A€ Myn(K)

[ Ty } [ @ e } { z ] = [ az® + by® + 2cry ] (Attention, c’est bien 2c!)

matrice scalaire




Exemple : en général AB # BA

Avec dimension différente :

(i) (2 )
(23]
(

Méme dimension :

(1))
(2 )3



Exemple : AB=0=+ A=00u B=0

(i)
()
g

o O o

0
0
0

[ R

o o o O O =

11 0
0 1 0
0 0 0
001 11
AB=AA=|00 0 0 1
000 0 0
3
Dé&finition

Une matrice A € M,(K) est dite nilpotente si et seulement si il
existe p € N* tel que

o O O
N——

AP =0.



Puissance d'une matrice carrée

Définition
Soit A € M,(K) et p un entier. On définit

AP=AXx Ax - XA,

p facteurs
avec la convention A® = I,

Remarque

Attention 3 ne pas confondre avec la puissance des coefficients.
Mais si A est diagonale, alors diag(\1, ..., \n)P = diag(\], ..., \h).

A0 A0 (A0
0 X 0 X /) L0 M



Formule du binéme de Newton (quand ¢a commute
seulement)

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A>+BA+AB+ B?

(A+B)} = (A+B)?(A+ B) = (A2 + BA+ AB + B%)(A + B)
= A3+ BA? + ABA + B?A+ A?B + BAB + AB? + B3

Proposition
Si A, B € Muy(K) commutent i.e. AB = BA, on a :

P
VpeN, (A+B)P =) CKAKBPK,
k=0

I
ou les C[l,‘ = <i> = m sont les coefficients binémiaux.

Exemple :
(A+ AL)P =



Bindme (quand ¢a commute seulement)

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A>+BA+AB+ B?

(A+B)} = (A+B)?(A+ B) = (A2 + BA+ AB + B%)(A+ B)
= A3+ BA? + ABA + B?A+ A?B + BAB + AB? + B3

Proposition
Si A, B € Mu(K) commutent i.e. AB = BA, on a :

p
VpeN, (A+B)P =) CKAkBPK,
k=0

k (p— k)'k!
Exemple : A € K

I .. . .
ou les C,f = <p ) =P sont les coefficients binémiaux.

P
—k rk Ak
(A+A)P =D NP KCKA
k=0



Exercice sur les puissances d'une matrice

Exercice
Que dire de la matrice carré A € M,p(R) (sur-diagonale) définie par

o1 .- 0 O

oo 1 --- 0
A:: : : . . : ?

o0 -~ 0 1

2) Obtient-on le méme résultat avec AT ?

Indication : regarder ses puissances



Eléments de réponse n =4

o o - o

o - O O

— O O O

0 01O

0 001

0 00O
0 00O
0 001

0 00O
0 00O
0 00O

0100

0
0

0
0

0 00O
0010

0
0

0
0

0 00O

0100

0010

0 001

0 00O
0100

0010

0 001

0 00O

A2.

A3

A* = 0.



Propriétés du produit

Proposition
Soient A, B, C trois matrices. On a, sous réserve de compatibilité

des dimensions,
(AB)C = A(BCQ).

Proposition
Soit A € Mmn(K). On a Al, = 1,,A = A.
(en particulier A € M,(K) = Al, = ,A=A)

Proposition
Soient A, B, C trois matrices et o € K. On a, sous réserve de
compatibilité des dimensions,

A(B+ C)=AB+ AC
(A+ B)C = AC + BC
a(AB) = (aA)B = A(aB).



Choses interdites / choses a ne pas faire avec les matrices

1. Le produit ne commute pas en général :
A Be M,(K); = AB+# BA
2. L'ensemble des matrices n'est pas intégre :
AB=0# A=00uB=0.

3. En général :
AB=AC = B=C.

(AB = AC = A(B— C) =0)



Exercice classique

Exercice
Déterminer A € M,(R) telle que VB € M,(R), AB = BA.

Solution : on prend B =E;j, 1 <i,j < n= AE;; = E; jA dou
Y arsErsEij =) arsEijErs
r,s r,s

On deéduit que
Z ar,iErJ = Z aj,sEi,s
r S

et en regardant pour r = j et s =j ona a;;E;j = aj jE;j, Vi,j. Et
pour r # i on a forcément a,; = 0. D'ou, A est une matrice
scalaire.

Lemme (multiplications des matrices de base)

1 s1 i=s

Er,sEi,j = 5;75ErJ avec (5,’75 = { 0 si 7& s



Exercice d'entrainement sur le produit de matrice

Soit A, B deux matrices? carrés de taille n t.q.
n n
V1<i<n, ZB;J—Zb,J—l
J=1 j=1

Montrer que la matrice C = (¢;jj)1<i j<n définie par C = AB vérifie
également

n
Vi<i<n > gj=1
j=1

2. Il s’agit de matrices dites stochastiques.



Exercice d'entrainement sur le produit de matrice

Soit A, B deux matrices? carrés de taille n t.q.
n n
V1<i<n, ZB;J—Zb,J—l
J=1 j=1

Montrer que la matrice C = (¢;jj)1<i j<n définie par C = AB vérifie
également

n
Vi<i<n > gj=1
j=1

n n n
E Cij= E
j=1 Jj=1 k=1

n n n
i,kbk,j: E aj k E ka: E ai,k:]'
k=1 =1 k=1

~—
=1

2. Il s’agit de matrices dites stochastiques.



Transposition
Définition
Soit A = (ajj)1<i<m,1<j<n € Mmn(K). On définit la transposée de
A, notée AT, par

AT = (aji)1<j<n1<i<m € Mam(K).

Proposition
. Soient A,B € Mymn(K). Ona (A+B)T = AT +BT.

=

2. Soient A€ Mpu(K) et a € K. On a (aA)T =aAT.
3. Soient A € Myun(K) et B € M,p(K). On a (AB)T = BTAT.
4. Soit A€ Mmy(K). Ona (AT)T = A.
1 -1 1
1 -1 1 2 3
2 0 — ( 123 ) 2 0 2 — -1 0 4
3 4 -1 0 4 3 4 1 1 2 1
0 1 0

o = O



Petit calcul de vérification

On prend A € Mpm,(K) et B € Mp(K). Soit donc 1 < i < met
1<j<p:

n
1<i<m 1<j<p = (AB)i,jzzaikbkj
k=1

1<i<p, 1<j<m= ((AB)T)ij =) aub
k=1

et BT € Mp,(K), AT € M,n(K) d'ou



Matrices symétriques / anti-symétriques

Définition
Une matrice carré A € M,(K) est dite symétrique, resp.
anti-symétrique si et seulement si A= AT, resp. A= —AT.

Si une matrice est symétrique et anti-symétrique alors A =0 (car
AT = A= —A).



Résolution de I'exercice (Décomposition des matrices)

Proposition
Toute matrice carré A € M,(R) s'écrit comme la somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice anti-symétrique.

Idée (ANALOGIE de TRES loin) dans |'espace des fonctions

E=FR,R), f€cE=

f(x)+f(—x) f(x)—1~f(—x)
2 * 2

paire impaire

Vx € R, f(x) =

Ici : en appelant AT la transposée de A, c.a.d. A= (aj.i)1<ij<n :

A+ AT A—AT
-T2 ° 2
N—_——r N—_——

symetrique  anti—symetrique

A

Exercice
Montrer que cette décomposition est unique (voir transparent
précédent).



Trace d'une matrice carrée

Définition
Soit A = (ajj) € Mu(K). La trace de A, notée tr A, est le nombre

n
tr A= Z ajj.
i=1

Proposition
1. Soient A,B € Mu(K). On at{A+ B) =tr A+ tr B.
2. Soient A € Mmn(K) et a € K. On a tr(aA) = atr A.
3. Soient A, B € M,(K). On a tr(AB) = tr( BA).



Au sujet de la relation tr(AB) = tr(BA)

On fait le calcul :

tr(AB) = zn: zn: ajk by

i=1 k=1
——
(AB)i

et de méme on a :

n

tr(BA) = Zn:zn: bicax = Zzn:ak;b,'k =..= tr(AB)

i=1 k=1 i=1 k=1
——
(BA);i

(changement d'indice)



Matrice d'un systéme linéaire, rang d'une matrice

On part de I'observation importante suivante. Soient

A = (aj) € Mmun(K) et b= (b1,...,bm)" € Mm1(K). Résoudre
I'équation Ax = b d'inconnue x = (xi, ...,x,) ", est équivalent a
résoudre le systéme linéaire

aizxy + apxe + -+ axpn = b
axi1 + axxe + - 4+ aymxp = b
L 9m1X1 + amxe + - A+ amnXn = bm

On dit alors que A est la matrice du systéme.



Passage de |'écriture matricielle au systéeme

a1 a12

dml  am2

(c.a.d. Ax = b) équivaut a

\

aiizxy + axe
aixy +  anx

amiX1 + am2X2

ain X1

amn Xn
+ - 4 ainXp
+ - 4 aaXp
+ - 4 amnXn

by



Exemple : matrice de Vandermonde

X +y +z +t =1
ax +by +cz +dt =1
a’x +b%y +c’z +d’t =1
a*x +b3y +c3z +d%t =1

donne
1 1 1 1
a b ¢ d
a? b? 2 d?
a3 b 3 B
Exercice

Résoudre le systéme linéaire AX = 0 ou

1 1 1
A= a b c
a2 b2 2

(préciser les cas ou le systéme admet une seule et unique solution).



Rang d'une matrice

Définition [rang d'une matrice]

Soit A € Mmn(K). On définit le rang de A, noté rg A, comme le
rang du systéme linéaire homogéne Ax = 0 d'inconnue

x = (X1, .., xn) .

Remarque

La matrice identité |, est de rang n; de plus la matrice A est nulle
i.e. A= 0 si et seulement si rg(A) = 0.

Proposition

(i) Soit A€ Mmy(K). Onarg AT =rg A.

(ii) Le rang d'une matrice échelonnée = nombre de lignes non
nulles.

» A noter que rgA < min(m, n).

» Meéthode de calcul du rang : mettre sous forme échelonnée :



Exemples de rang

Que vaut le rang des matrices suivantes3

L1 55 1 123 123 4
<11>;661 061 06 1 -1
55 1 001 001 0

1 0 0
| (ve
(1234);(_)--_-} 0[] o o 1
; 0 2 4 2

0 - 0 0

J;

3. Pour la sixieme, J; € Mm,(K) et il y a r fois la valeur 1.oo 1 < r <-m



Matrices équivalentes
Définition
Deux matrices A € M, o(K) et B € My n(K) sont équivalentes si

et seulement si il existe deux matrices inversibles, P € Mpy(K),
Q € My(K) telles que

B = QAP.
Proposition
Deux matrices A et B ont méme rang si et seulement si elles sont
équivalentes.

» Preuve admise (= on montre que A et B sont équivalentes a
la méme matrice J, par manipulation sur les lignes* Pour <,
A est équivalente a J;, donc rg(A) = rg(B) car A et B sont
équivalentes. )

» Pour montrer que rg(AT) = rg(A), on utilise que A et AT
sont semblables 3 [a mé&me matrice J, par manipulations.

4. ce qui revient & multiplier par des matrices inversibles dites élémentaires
(permutation, dilatation, transvection).




Matrices inversibles

Définition
Une matrice A € Mp(K) est dite inversible s'il existe une matrice
B € M,(K) telle que

AB = BA = I,.
Dans ce cas, B est unique et est appelée matrice inverse de A,
notée A71.
Proposition

Soient A, B € Mp(K). Si AB = I, ou BA = I,, alors A est
inversible et B = A~ 1.

Remarque

Si A est inversible, alors Ax = b <= x = A~1b. La connaissance
de A~ permet donc de résoudre facilement n'importe quel systéme
linéaire de matrice A.



Matrice nilpotente

Exercice
Soit A une matrice telle qu'il existe 1 < k < n t.q. A" = 0. Montrer
que I, — A est inversible.



Matrice nilpotente

Exercice
Soit A une matrice telle qu'il existe 1 < k < n t.q. A" = 0. Montrer

que I, — A est inversible.

(y=A)h+A+ ..+ A =, —A" =,

d'oul le résultat.



Méthode (Calcul pratique de I'inverse)

Soit A € M,(K). Pour savoir si A est inversible et, le cas échéant,
calculer son inverse, on résout le systéme linéaire®

Ax =y
d'inconnue x = (xq,...,xn) | et de second membre y = (y1,...,y1)"
quelconque. Si ce sytéme admet une solution x*, c'est que A est
inversible. Sachant que x* = A=y, on obtient A1 par
identification.

Proposition
A € M,(K) est inversible si et seulement si rg A = n.

5. Lorsque le nombre d’équations = le nombre d’'inconnues, on parle de
systéme de Cramer.



Quelques régles de calcul

Proposition
1. I, est inversible d’inverse |,.
2. Si A est inversible alors A~1 est inversible et (A~1)"1 = A.
3. Si A, B sont inversibles alors AB est inversible et
(AB) =B 1AL
4. Si A est inversible alors AT est inversible et
(AT)—l — (A—l)T —- A_T.
5. Si A = diag(A1, ..., An), alors A est inversible si et seulement si

tous les \; sont non nuls. On a alors A% = diag(\{ %, ..., \; ).

Quelques justifications ABB™1A™1 = B1A"1AB = I,;
AA—l — /n - (A—l)TAT — /n = (AT)—I — (A—l)‘l‘



Exercice d'inversion

On veut inverser

0o 1 1
1 0 1
-1 -1 0
-1 -1

A=
-1

X1+ X2 + X3
—X1 + X3 + X4
—X1 — X2 + X4
X2 + X3+ Xa

X1+ Xo+ X3
Xo+ X3+
X3

X3+ Xa

1
1 systeme
1 lineaire
associe
0
=) X1+
= 7}/4
fry )/1
=Y2—Ya—n
=Y3—Ya

%

Xo+
X2+
X+

X1+

X2+x3+xa =y1
—X1t+Xx3+xa =y
—X1—X2+Xa =y3
—X1— X2 — X3 =Y,

X3 = —Ya
2x3+ X4 =y2—ya
X3+ Xa =y1

X3+ X4 =Yy3—ya
X2+ X3 = —Ya
X+ X3+ X2 =n

X3
Xa

=Y2—Ya—n
=yn—Yy2+tys



Exercice d'inversion de matrice (suite)

En utilisant que xo = y1 — (x3 + xa) et x1 = —ya — (x2 + x3)
X1+ X+ X3 =—Ys X1 =—yot+tys—Ya
X2 =y1—ys+ya X2 =y1—Yst+Vya
X3 =Y2—Ya—N X3 =—y1tYs—ya

Xa =y1—Y2+y3

Conclusion :

Xa =y1—Y2+y3

-1 1 -1
0 -1 1
1 0 -1
-1 1 O

Vérifier avec Maple...



Propriétés des matrices nilpotentes
Definition
Une matrice A € M,(K) est nilpotente si et seulement si il existe

p € N* tel que
AP = 0.

1. Si A € Mp(K) est nilpotente alors /, — A est inversible. En effet :
(p =AY+ A+ + AP =, — AP = |,
2. Si A € Mp(K) est nilpotente, alors
A" =0.
3. Une matrice A est nilpotente si et seulement si
Vi< k<p, Tr(AK)=o0.

(Propriétés 2 hors programme ; propriété 3 — chapitre
déterminants).



Exercices sur les matrices qui commutent avec une autre

Exercice
Trouver toutes les matrices qui commutent avec

3 -1
7 1 '
Correction : on fait

a c 3 -1\ (3 —-1 a c
b d 7 1 ST 1 b d
A vérifier que I'on obtient le systéme (de rang 2) :

at+2c—d =0
Ta—2b—7d =0
b+7c =0



Petits exercices pour terminer

1) Soit A, B deux matrices non nulles t.q. AB = 0. Pourquoi A
n'est-elle pas inversible ?



Petits exercices pour terminer

1) Soit A, B deux matrices non nulles t.q. AB = 0. Pourquoi A
n'est-elle pas inversible ?

Si A est inversible, alors

ATAB=B=0 = B=0,



Petits exercices pour terminer

1) Soit A, B deux matrices non nulles t.q. AB = 0. Pourquoi A
n'est-elle pas inversible ?

Si A est inversible, alors
AAB=B=0 = B=0,

2) Soit A une matrice carrée t.q. A" = A® 1 3A2 1 |, Montrer
que A est inversible.



Petits exercices pour terminer

1) Soit A, B deux matrices non nulles t.q. AB = 0. Pourquoi A
n'est-elle pas inversible ?

Si A est inversible, alors
AAB=B=0 = B=0,

2) Soit A une matrice carrée t.q. A" = A® 1 3A2 1 |, Montrer
que A est inversible.

Il suffit d'écrire

A(A® — A _34A) =1, = A!existe



Lemme de Hadamard

Montrer que si A € M,(R) vérifie

> aijl

J#i

|aj

alors A est inversible.



Lemme de Hadamard
Montrer que si A € My(R) vérifie

|aj

(1)
j#i

alors A est inversible.

Sinon, il existe X € R" t.q. X #0 et t.q. AX =0. Comme X # 0,

il existe i t.q. x; # 0 et on peut prendre i t.q. x; > xx pour tout
1<k <n. llvient

aj,iXi = — g ai jXj

J#i

|aiil < Z EN

JF#i

Xi
Xi

<> laij

J#i
ce qui contredit (1).
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