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| Fiche du chapitre II - Vecteurs et géométrie vectorielle I

A-VECTEURS DU PLAN I

[Coordonnées]

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7))
v Si U est un vecteur du plan, ses coordonnées dans la base (
U =z7+ y7 ;
v Si A est un point du plan, ses coordonnées (x4,y4) dans le repere (O, 7, 7) sont les coordonnées
(7. 7)

7, 7) sont les réels = et y tels que

—
du vecteur OA dans la base . On utilise dans la suite la notation A(xa,y4).

v' Si A a pour coordonnées (z4,y4) et B a pour coordonnées (xp,yp) dans le repere (O, 7, 7), alors

AB a pour coordonnées (25 — 2.4, ys — y4) dans la base (7, 7).

[Vecteurs colinéaires]

v Deux vecteurs @ et ¥ sont colinéaires lorsqu’il existe un réel A tel que @ = AU (ou o = AW).
v Deux vecteurs @ = x1 7 + y17> et U =a07 + y27 sont colinéaires si et seulement si

T1Y2 — x2y1 = 0.

V' Trois points A, B,C' du plan sont alignés si et seulement si 1@ et B sont colinéaires (donc si et
seulement si (xp —x4)(yc —ya) — (xc —xa)(yp —ya) = 0).

[Produit scalaire dans le plan]

v Le produit scalaire de ¥ = 217 + y17> et U =a97 + y27 est le réel
(W, V) = 2122 + Y192-

v Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux lorsque (7, 7) =0.
v La norme du vecteur @ = 217 + y17 est le réel positif

171 =\ (@, @) = /a2 + 42

v Si 0 désigne Pangle orienté (0, 7), on a (W, V) = ||| - || 7| - cos(d).

v’ La distance entre deux points A (de coordonnées (x4,y4)) et B (de coordonnées (zp,yp)) est égale
3 [AB| = /(eg — 24 + (up — ya)®.

v Deux vecteurs e} et e forment une base orthonormée du plan si |[ef|| = ||e3]| = 1 et (ef, &) = 0.

v' Lorsque (e_f, e_2>) est une base orthonormée du plan, on a pour tout vecteur U la relation

W= (U, el)el + (U, e3)es.

[Droites du plan]

Soit D une droite du plan. Un vecteur directeur de D est un vecteur U tel que U = ﬁ, ou A et B sont
deux points distincts de D. Un vecteur normal a D est un vecteur orthogonal a un vecteur directeur de D.



v" Une équation cartésienne de D est une relation du type az + by + ¢ = 0 satisfaite par un point M
de coordonnées (x,y) si et seulement si M € D.
Avec les notations précédentes,

o U=-b7+ a7 est un vecteur directeur de D
e U =a7 + b7 est un vecteur normal de D
a
e si b #£ 0, 'équation cartésienne de D peut s’écrire y = px + yg, ou p = ~3 est appelé la pente
c
(ou le coefficient directeur) de D, et yg = 3 est appelé 'ordonnée a 1’origine.

TA+ta

N ,avec t € R, satisfaite
A

v' Une équation paramétrique de D est une relation du type { v

par un point M de coordonnées (z,y) si et seulement si M € D.
Avec les notations précédentes,
e U=a7 + 57 est un vecteur directeur de D;
o U = —57 + 047 est un vecteur normal de D;
e A(z4,ya) est un point de la droite D.
v Equations de la droite passant par A(x4,y4) et de vecteur directeur U =a7 + 57

cartésienne : B(x —xa) —a(y —ya) =0 (ouy = a(a: —x4) +yasia#0).

.. r = x4+ ta
arameétrique : ,avec t € R.
b 1 { y = ya+tp
v Equations de la droite passant par les points A(z4,y4) et B(zp,yp) :

YB —Ya

(x—za)+yasiap #xa).
Tp—1TA

cartésienne : (yp —ya)(x —xa) — (xp—2x4)(y —ya) =0 (ouy =
= xa+t(zp—2x4)

= ya+t(ys —ya)
v Equations de la droite passant par A(x4,y4) et de vecteur normal T =a7 + b7

paramétrique : { z ,avec t € R.

cartésienne : a(r —xA) +b(y —ya) =0 (ou y = —%(ZE —x4)+yasib#0).

= x4 —1b

YA +ta ,avec t € R.
= A

_ T
paramétrique : { y

[Projection orthogonale et distancej

Soit D une droite. On note A un de ses points, 7 un vecteur directeur de D et 77 un vecteur normal & D.
Soit M un point du plan.

[d
AM, d)—

Il d]?

(AM, d)?
142

lazar + bym + ¢
VaZ+b?2

. . . - . . 1 ? ——ﬁ N
v Soit A, B,C trois points du plan. L’aire du triangle ABC' est égale a §HA | - |[CH]J, ou H est le

projeté orthogonal de C' sur la droite (AB). Avec les coordonnées des points, cette aire est égale a

v' Le projeté orthogonal de M sur D est le point H défini par ﬁ = <

(AM, )|

—
v’ La distance de M a D est égale a4 § = ||MEH = i = .| ||[AM]? - . Si D a pour
T

équation cartésienne ax+by+c = 0 et si M a pour coordonnées (zps,ypr), on ad =

Aire(ABC) = % (x5 —xa)(yc —ya) — (vc —za)(yp — yA)‘-



B-VECTEURS DE L’ESPACE I

[Coordonnées]

. Y 7’ %
L’espace est muni d’un repere orthonormé (O, _z>, 7, k).
(7.7 %

v Si U est un vecteur de I’espace, ses coordonnées dans la base , 7, k) sont les réels z, y et z tels

que 7:x7+y?+z?;

v Si A est un point de 'espace, ses coordonnées dans le repere (O,
vecteur 0_121 dans la base (7, 7, ?) :

vV Si A a pour coordonnées (r4,y4,24) et B a pour coordonnées (zp,yp,zp) dans le repere

0,7,7, k‘) alors AB a pour coordonnées (zp — 4, yp — YA, 28 — 24) dans la base (7,7, k).

- .
7.7 k) sont les coordonnées du

) )

[Produit scalaire dans l’espace]

— —
v Le produit scalaire de @ =217 +y17 +21k et U =227 + 427 + 20k est le réel
(U, V) = 2139 + 192 + 2122.

v Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux 1gsque (7, 7) =0.
La norme du vecteur @ =217 +y1 7 + 21 k est le réel positif ||| = /(W, @) = /22 + y? + 22.
La distance entre deux points A (de coordonnées (x4,ya,24)) et B (de coordonnées (z5,yp,25))
est égale & | AB| = /(w5 —74)° + (5 — 9a)° + (2 — 24)%-
v Trois vecteurs 1, €3 et &4 forment une base orthonormée de l'espace si ||ef| = |[e3]| = ||e3]| = 1
et (ef,e3) = (ef,e3) = (€3, e3) = 0;
e e—>, e3) est une base orthonormée de I'espace, on a pour tout vecteur U la relation

v Lorsque (eq,
U = <7 €1>€1 +<7 62>62+<7,e_3>>e_3>.

< S

¢

[Produit vectoriel dans l’espacej

v Le produit vectoriel des vecteurs @ et ¢ (de coordonnées respectives (x1,y1,21) et (o, 1o, 22))
est le vecteur noté @ AV qui a pour coordonnées

T €2 Y122 — Z1Y2 c
21 22 T1Y2 — Y122

Si U et ¥ sont deux vecteurs et A un nombre réel, on a AU AT = Ud ANT) = NU A T).
Deux vecteurs @ et U sont colinéaires si et seulement si @ A ¥ = 6)

Le vecteur @ A U est orthogonal & la fois aux vecteurs U et . De plus, si U et U sont deux
vecteurs orthogonaux et de norme 1, alors (7, 7, 7 A 7) forme une base orthonormée de I'espace.

ANENEN

v' Trois points A, B, C' de 'espace sont alignés si et seulement si les vecteurs zﬁ et A;(} sont colinéaires.
v Quatre points A, B, C, D de I’espace sont coplanaires (c’est-a-dire appartiennent & un méme plan) si

et seulement si on a <zﬁ A ﬁ, ﬁ> =0.

Plans de I’espace
( )

Soit P un plan de I’espace. Une base vectorielle de P est un couple de vecteurs (zﬁ , ﬁ), ou A4, Bet C
sont trois points non alignés de P. Un vecteur normal a P est un vecteur orthogonal aux deux vecteurs
d’une base vectorielle de P.
v' Une équation cartésienne de P est une relation du type ax + by + cz +d = 0 satlsfalte par un
point M de coordonnées (x,y, z) si et seulement si M € P. Le vecteur W =a7 + b +c k: est un
vecteur normal a P.

T = TA+ait+ a8
v' Une équation paramétrique de P est une relation du type { y = ya+ it + Fos ,avect € R
z = zZApA+mt+ s

et s € R, satisfaite par un point M de coordonnées (z,y, z) si et seulement si M € P. Les vecteurs



U=V +57 —i—’yl? et V=07 +57 —i—’yg? forment une base vectorielle de P, W = © A ¥
est un vecteur normal & P, et A(z4,y4,24) est un point du plan P.

v Equations du plan passant par les trois points supposés non alignés A(za,vya,z4), B(xp,yB,28),
Clzc,ye, 20)
cartésienne : <m, 1@ A ﬁ> — 0. Autrement dit, si 77 = 1@ A B a pour coordonnées (a, b, c), le

plan P a pour équation cartésienne a(z —x4) +b(y —ya) + c(z — z4) = 0.

x = xa+(xp—xA)t+ (X0 —TA)S
paramétrique : ¢ y = ya+ (yp —ya)t+ (yo —ya)s , avec t,s € R.
z = za+(zB—za)t+ (20 — 24)s

_)
v' Equations du plan passant_;i)ar A(za,y4,24) et de base vectorielle (7, 7), ol U = a1?+517+71 k
et V=7 + BT +k :

cartésienne : a(z — x4) +b(y —ya) + c(z — z4) = 0, ol (a, b, ¢) sont les coordonnées de & A V.

r = TA+ot+ azs
paramétrique : . y = ya+ it + Pos , avec t,s € R.
z = zA+mt+ s

v Equations du plan passant par A(za,y4,24) et de vecteur normal T =a7+b 7 +ck :
cartésienne : a(x —x4) + b(y —ya) + c(z — z4) = 0.

r = TA+ait+as
paramétrique : y = ya+pit+Pas , avec t,s € R, ou (ay,B1,71) sont les coordonnées de
z = zpa+mt+ s

n’importe quel vecteur 7 non nul orthogonal a ﬁ), et ou (ag, B2,72) sont les coordonnées de TAY.

Droites de ’espace
( )

Soit D une droite de I’espace.

v' Un systeme d’équations cartésiennes de D est un systeme du type { aztby+aztd =0
ast +boy+coz+dy = 0
satisfait par un point M de coordonnées (x,y,z) si et seulement si M € D. Le vecteur
ai a2
U = by | A | by | est un vecteur directeur de D.
C1 C2
r = Tg+tla
v" Une équation paramétrique de D est une relation du type  y = wya +1t8 , avec t € R, satis-
z = zZA+ty

%
faite par un point M de coordonnées (x,y, z) si et seulement si M € D. Le vecteur U = oz?—l—ﬁ?—l—y k
est un vecteur directeur de D, et A(x4,y4,24) est un point de la droite D.

[Projection orthogonale et distance]

V' Soit D une droite de 'espace. On note A un de ses points et 7 un vecteur directeur de D. Soit M un

(AM, d)
point de 'espace. Le projeté orthogonal de M sur D est le point H défini par ﬁ = H 7||2 7

(AM, d)?
142

v' Soit P un plan de I’espace. On note A un de ses points et 7 un vecteur normal & P. Soit M un point

o (MAT)
de l'espace. Le projeté orthogonal de M sur P est le point H défini par M H = || 7||2 .

]
La distance de M & P est égale a 6 = |[MH| = AT Si P a pour équation cartésienne

ax + by + cz+d =0 et si M a pour coordonnées (zns,yar, zar), on a o =

e s
La distance de M a D est égale & 6 = | M H|| = , | |AM]|]? —

lax s + bynr + czar + d|

Va2 +b%+c2




