Prof. Fernando Costa Jr. Engenharia da Computagao 2024.1 UFPB

Célculo Vetorial e Geometria Analitica - 1% Avaliacao

Justifique suas respostas detalhadamente.

Nome: Matricula:

~ — .
Questao 1. Para cada um dos vetores % e ¥ abaixo, calcule @ + U, © — v,

20 =37, | 2|, |7, 1+ 7, &= 7|, @7 e (¥+7)-(¥— 7). Normalize
os vetores U e U.

(a) T =(3,-1) (b) T =(1,-1,1) (¢) @ =(1,-1,0)
T =(1,4) 7 =(1,2,2) 7 =(~1,-1,0)
Solugao. Ttem (a)
U+7T=03-1)+(1,4)=03+1,-1+4) =(4,3)
T—T=(3-1)—(1,4)=(3— 1-1-4):(2,—5)
27 — 3T =2(3,—1) — 3(1,4) = (6 —2) — (3,12) = (3, —14)
2] =13, 1)l = V3% + (—1)2 = VO + 1 =||(1,4)] = V10
IIVHI||(1,4)H—\/12+4:2 VI+16 =17
17 + || = ||(473)||—\/42+32 VI6+9=v25=5
17— T = [1(2,-5)|| = /22 + (=5)2 = VA + 25 = V29

|
U-U:(37—1)-(1,4)_3-1+(—1)-4:3—4:—1

T+ ) (T—T)=(4,3) (2,-5)=4-2+3-(-5)=8—15= 7
s :(3,—1):< 3 —1)
17l V10 V10" V10
v :(1,4):< 1 4 >
17l V1T \VIT V17
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Item (b):

=(1,-1,1)+(1,2,2) = (2, )
=(1,-1,1) = (1,2,2) = (0, —1)

2U0 — 37 =2(1,-1,1) — 3(122) (2 22) (3,6,6) = (—1,—8,—4)
17 =11, -1, )| =12+ (-1)2+ 2=V1+1+1=V3
||5’||:||(,2,2)||_w12+22+22 Vitd+4=v9=3
|\U+U|\:|y(,1,3)y|_\/22+12+32 \/4+1+9_\/ﬁ
1T =7 =110, =3, =D = V0 + (=3)> + (1) = V0 + 9 + 1= V10
w-v=(1,-1, 1)-(1,2,2):1-1+(—1)-2+1~2:1—2+2:1
(T+7) (T-7)=(2,1,3)-(0,-3,-1)=2-04+1-(-3)+3-(-1)=0-3—-3=—6
7oL o1l
] V3 V3 V3 V3
v _@ 22 (122
17| 3 3'33
Item (c):
T+ 7 =(1,-1,0)+ (=1,-1,0) = (0, —2,0)
u—7=(1,-1,0)—(-1,-1,0) = (200)
2U0 — 37 =2(1,-1,0) — (1—1 0) (2,-2,0) — (=3,-3,0) = (5,1,0)
2] = [I(1, =1,0)]| = V12 + (=1)2 + 02 = V2
17] = [I(—1, —1,0)|| = ¢(—1)2+ (—1)2+02 = V2
17+ T = 110, =2,0)]| = V02 + (=2)2 + 02 = V4 =2
||U—E’||:||(2,0,0)||:\/22+02+02:\/4_122
T-T=(1,-1,00-(-1,-1,0) =1-(=1) + (=) - (=1) +0-0==14+140=0
(T+7)- (T —-7)=1(0,-2,0)-(2,0,00=0-24(=2)-04+0-0=0+0+0=0
s 1,-1,0 1 -1
ki - 2 ) =(3%)
v —1,-1,0 -1 -1
||U|\:( > ):(7’7’0>

Isto termina o exercicio. ¢
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Questao 2. Considere o triangulo cujos vértices sao os pontos A = (3, —

= (3v3+3,1,v3) e C = (3—1+/3,1,v/3). Determine:
(a) Os angulos do triangulo AABC.
b

D=

O vetor projecao do menor lado sobre o maior lado.

(d) A érea do triangulo AABC.
(e

)

(b)

(¢) A altura do triangulo, relativa ao maior lado.
)
)

O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores AB , AC ¢ AB x AC.

Solugdo. Item (a): Sejam a, 3,7 os angulos e a,b,c os lados do triangulo
AABC, como representado na figura abaixo.

De acordo com a figura, o triangulo AABC' tem lados a = ||B_5|], b= ||21_C’)||
e c = ||AB]||, onde

AB=B-A=(3vV3+31,v3) - (3 21 _T\/§>:(3\/§;%’>
AC=0-A=(3-V51V3) - (35, %§)=(—W§Tf)
BC=C—-B=(3-v31,V3)— (3V3+3,1,V/3) = (—4V/3,0,0)

Assim, os lados de AABC sao

o= | B = [[(-4v3,0,0)] = ¢<—4f>2+o2+o2 — |- 43| =43
b:HEH:H<_ 33\/_ H 3+ +— V12 =+4-3=2V3

c:||ﬂ§||:H(3¢§,;,%—)H 27+Z+— V36 =6
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Calculemos os angulos de AABC'. O angulo « satisfaz
. aB.ac
IAB]| - [[AC]
Ora,

> 3 3Vv3 3 3Vv3 9 27 36

Assim,

_ AB-AC 0
IABII- IAC] [ AB] - | AC]

=0 = cosa=0 = a=90°

Temos entao um angulo reto no vértice A. Agora, 5 é o angulo que satisfaz
. BA.BC
IBA]| - | BC|
Ora,

BA-BC = -AB-BC = (-3v3,- 3 3\/_)‘(—4\/3,0,0)236.

Além disso, | BA|| = ¢ =6 e | BC|| = a = 4v/3. Daf,

BA-BC 50 ﬁjcosﬁ—ﬁjﬁ—iﬂ)o
“BAI-1BE|  6-4v3 2 2 '

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, deduzimos que
v = 60°. Assim, nosso triangulo é melhor representado pela figura abaixo.

A

o0 30°
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Item (b): Para obter o vetor proje¢ao do menor lado b sobre o maior lado a,
— —
devemos projetar o vetor C'A sobre o vetor C'B. Obteremos entao o vetor

—— CA-CB—
pI'O.]C_B’CA = B
1Bl

Ora, CA=_-ACeCB = —B—C), donde
CA-CB = (~AC)-(—BC) = AC-BC = (—\/3,5,7)-(—4@0,0) — 12

Além disso, HC—B)H =a = 4/3. Logo,

— CA-CB—s 12 — 1
r0ja CA= ——5 —CB=——CB==(4v/3,0,0) = (V/3,0,0).
Projeg HCBH2 (4\/3)2 4( ) ( )

Item (c): Seja U = projC—éCTéi = (v/3,0,0) o vetor projecio obtido no item
anterior. Considere a figura abaixo.

B

—>
Entao a altura h relativa ao lado maior a é o comprimento do vetor v — C'A,
isto é,

B IURCE S ) B B2

Item (d): A érea do triangulo AABC pode ser obtida por % = 6v/3. Também
podemos encontrar esta area como a metade da area do paralelogramo deter-
minado por AB e AC, isto é,

|IAB x AC|

AreaAABc = 5
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=07 - (27+9> 7+(%+3—\/§> k= —187+6V3%.

NO1Co Do Mi
w  |w
oSS =

- 272 2 2
Logo,
, |AB x AC|  ||(0,-18,6V3)|| 182+ 623
Areapapc = 5 = 5 = 5 =
_ \/223232;22323 _ 2-3\/;2? 3/ = 6v3.

Assim, AreaAABC = 6/3.

Item (d): O volume do paralelepipedo é o médulo do produto misto [A—B) , AC , AB ><A_C')]
Ora, o produto misto é

(B, 30, B x AT = (AB x AC)- (AB x AC) = | AB < 4TI = 18° + (63"

Assim, o volume do paralelepipedo é 182 + (61/3)2. O

Questao 3. Dados os vetores U, U, W abaixo, determine se {U, v, %} é base
de R3. Em caso afirmativo, determine as coordenadas do vetor @ = (z,y, 2)
na base ordenada B = (U, U, W), onde x,y, 2 sao os trés ultimos digitos da
sua matricula.

(a) T =(2,-3,1) (b) T =(1,-1,0) (¢) T =(1,0,1)
7 =(1,-6,4) 7 =(-1,1,0) 7 =(2,4,0)
@ =(1,0,2) @ =(3,0,1) @ =(1,-2,2)

Solucao. Suponhamos que z =7,y = 8, z = 9 sejam os ultimos digitos da sua
matricula.

Item (a): Para verificar se @, U, w sao Li., calculamos

-3 1
1 —6 4| =—24—12+40— (—6) — (—6) — 0 = —24 £ 0,
1 0 2
Logo, U, V,w sao li., donde B = (W, v, w) é base de R3. Buscamos as

coordenadas do vetor @ = (7,8,9) na base B, isto é, procuramos escalares

6
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a,b,c € R tais que
@ =au+ bV +cw < (7,8,9) = a(2,-3,1) + b(1,—6,4) + ¢(1,0, 2)
<~ (7,8,9) = (2a+ b+ ¢,—3a — 6b,a + 4b + 2c¢).

Isto nos da o sistema

20 +b+c=7

—3a — 6b =38
Escalonando e resolvendo, encontramos as solucoes a = %7 b= %3 e — %.
Portando, @ = (%7 —?137 %)%'

Item (b): Para verificar se U, U, @ sao Li., calculamos

1 -1
-1

1 0[=1(1—(~1)(~1)) = 0.
30

— o O

Logo, U, U, W sao 1.d. e, portanto, {, ¥, W} nao é base de R3.

Item (c): Para verificar se U, U, W sao Li., calculamos

1 0 1

2 4 0=1(8-0)—0+1(-4—4)=8—8=0.
1 2

Logo, U, U, W sao l.d. e, portanto, {@, ¥, W} nao é base de R3. ¢



