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Abstract. De façon similaire à la “linéabilité” et la “spacéabilité”,
la recherche de structures algébriques dans un environnement non-
linéaire est appelée “algébrabilité”. Dans cet exposé, nous dis-
cuterons comment la transitivité topologique est liée au concept
d’hypercyclicité. Ensuite, on définit les algèbres hypercycliques
(problème lié à l’algébrabilité) et on obtient un critère basé sur la
transitivité topologique. Nous finissons avec quelques applications
et problèmes ouverts.

1. Préliminaires

Tout au long de l’exposé: X est un espace de Banach séparable sur
K = R ou C e T : X → X est un opérateur linéaire continu. La couple
(X,T ) est appelée système dynamique linéaire.

Définition. On dit que T est topologiquement transitif quand, pour
tout couple d’ouverts U, V ⊂ X non-vides, il existe N ∈ N et u ∈ U
tel que TNu ∈ V .
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Pour chaque u ∈ X, son orbite sous l’action de T est l’ensemble

Orb(u;T ) = {u, Tu, T 2u, . . . }.

Le concept de transitivité topologique est pratique parce qu’il permet
d’obtenir plein d’orbites denses par un argument de Baire.

Proposition. Si T est topologiquement transitif, il existe un ensemble
comaigre G ⊂ X tel que Orb(u;T ) = X pour tous u ∈ G.

Proof. Soit (Vk)k une base dénombrable d’ouverts pour la topologie de
X. D’après l’hypothèse, pour tout k, l’ensemble

G(k) := {u ∈ X : ∃N ∈ N tel que TNu ∈ Vk}

est dense. Vu que T est continu, G(k) est aussi ouvert. Le théorème
de Baire implique que l’ensemble G :=

⋂
k G(k) est comaigre. Or, pour

tout u ∈ G, on a Orb(u;T ) = X. □

Un point u ∈ X dont l’orbite est dense est appelé vecteur hypercy-
clique pour T . Dans ce cas, ont dit que T est un opérateur hypercy-
clique.

L’ensemble HC(T ) est très “non-linéaire”, mais peut-il contenir des
structures linéaires ?

Définitions. Un sous ensemble L ⊂ X est :

• linéable lorsque L∪{0} contient un sous-espace avec dim = ∞;
• spacéable lorsque l’espace précédent est fermé;
• algébrable lorsque X est une algèbre et L ∪ {0} contient une
sous-algèbre de X non-finiment générée.

Le concept d’algèbre employé ici est le suivant : (X, ∥ · ∥, ∗) est
une algèbre de Banach lorsque (X, ∥ · ∥) est un espace de Banach et
∗ : X ×X → X satisfait, pour tous u, v, w ∈ X, α ∈ C,

• u ∗ v = v ∗ u, (u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w), (αu) ∗ v = α(u ∗ v),
• ∥u ∗ v∥ ≤ ∥u∥∥v∥.

On omet ∗ par simplicité (uv au lieu de u ∗ v). L’algèbre généré par un
élément u ∈ X est l’ensemble A(u) = {P (u) : P ∈ C[z], P (0) = 0}.

2. Algèbres hypercycliques

Une sous-algèbre de X dans HC(T )∪{0} est appelée algèbre hyper-
cyclique. Ce problème est lié à l’algébrabilité, mais plus faible.
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Critère8. (Bayart, FC, Papathanasiou 2021) Supposons que, pour
tous m0 ≤ m1 ∈ N∗ et tous U, V,W ⊂ X ouverts non-vides, avec
0 ∈ W , il existe u ∈ U et N ∈ N tels que

(E)

{
TN(um0) ∈ V

TN(um) ∈ W, for all m = m0 + 1, . . . ,m1.

Alors T admet une algèbre hypercyclique.

Proof. On fixe une base dénombrable d’ouverts (Vk)k deX et on définit,
pour tous m0 < m1 ∈ N∗, s, k ∈ N∗ et

E(m0,m1, s) =

{ m1∑
k=m0

P̂ (k)zk ∈ C[z] : P̂ (m0) = 1, max
k∈[[m0,m1]]

|P̂ (k)| ≤ s

}
,

G(m0,m1, s, k) = {u ∈ X : ∀P ∈ E(m0,m1, s), ∃N ≥ 1, TNP (u) ∈ Vk}.

Alors chaque G(m0,m1, s, k) est ouvert par la continuité des applica-

tions (u, P ) 7→ TNP (u). On montre qu’ils sont denses. Étant donné
U ⊂ X ouvert non-vide, on fixe V ⊂ Vk et W une boule centrée en 0
suffisamment petite pour que

V + sW + · · ·+ sW︸ ︷︷ ︸
m1−m0 termes

⊂ Vk.

On applique l’hypothèse avec m0,m1, U, V,W et on trouve u ∈ U et
N ∈ N tels que (E) est satisfait. On vérifie que u ∈ G(m0,m1, s, k).
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Étant donné P ∈ E(m0,m1, s), on a

TNP (u) = TN
(
P̂ (m0)︸ ︷︷ ︸

=1

um0 + · · ·+ P̂ (m1)u
m1

)
= TNum0︸ ︷︷ ︸

∈V

+P̂ (m0 + 1)TNum0+1︸ ︷︷ ︸
∈W

+ · · · P̂ (m1)T
Num1︸ ︷︷ ︸
∈W

,

d’où TNP (u) ∈ Vk, ce qui montre que A(s, t) est dense.
On applique Baire et on trouve que G :=

⋂
A(s, t) est comaigre.

On montre que n’importe quel élément u ∈ G engendre une algèbre
hypercyclique. Soit u ∈ G et P ∈ C[z] non-nul avec P (0) = 0. On
vérifie que P (u) est hypercyclique, c.-à.-d., Orb(P (u);T ) est dense dans
X. Soit V ⊂ X un ouvert non-vide quelconque. On trouve k ∈ N tel
que Vk ⊂ V . Il existe m0 ≤ m1 ∈ N∗ tels que P (z) =

∑m1

k=m0
P̂ (k)zk,

où les coefficients sont tous non-nuls. On peut supposer sans perte
de généralité que P̂ (m0) = 1. O fixe s ∈ N tel que s ≥ |P̂ (k)| pour
k = m0, . . . ,m1. Puisque u ∈ G(m0,m1, s, k), il existe N ∈ N tel que
TNP (u) ∈ Vk ⊂ V , donc Orb(P (u);T ) est dense et P (u) ∈ HC(T ). □

3. Applications

Considère l’algèbre de Banach (c0, ∥ · ∥∞, ∗) où
c0 = {(xn)n ∈ CNN : lim

n
xn = 0}

équipé avec ∥(xn)n∥∞ = supn |xn| et (xn)n ∗ (yn)n = (xnyn)n. Pour
toute u = (xn)n ∈ c0 et tous scalaire α, on note uα = (xα

n)n (pour les
multiples racines complexes, on en choisit une, peu importe laquelle).
Soit (T, c0) le système T = 2B, où B est donné par

B(x0, x1, . . . ) = (x1, x2, . . . ), ∀(xn)n ∈ c0.

On montre que T admet une algèbre hypercyclique.
Étant donnés m0 ≤ m1 dans N∗ et U, V,W ⊂ X ouverts non-vides,

avec 0 ∈ W , on fixe u0 ∈ U , v ∈ V les deux avec support dans [[0, N0]]
pour un certain N0 ∈ N. On prend N ≥ N0 suffisamment grand et on
définit

u = u0 +
1

2N/m0
FNv1/m0

= u0 +
1

2N/m0
(0, N. . ., 0, v

1/m0

0 , . . . , v
1/m0

N0
, 0, . . . ),

où F (x0, x1, . . . ) := (0, x0, x1, . . . ) et v = (vn)n. Alors

∥u− u0∥∞ =
1

2N/m0
∥FNv1/m0∥∞ =

1

2N/m0
∥v∥1/m0

∞ ,
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donc u ∈ U si N est grand. En plus,

TNum0 = TNum0
0 +

1

2N
(2B)NFNv = v ∈ V.

Finalement, pour m = m0 + 1, . . . ,m1 on trouve

TNum = TNum
0 + (2B)N

(
1

2N/m0
FNv1/m0

)m

=
2N

2
N m

m0

vm/m0 =
1

2
N( m

m0
−1)

vm/m0 N→∞−−−→ 0,

donc TNum ∈ W si N est suffisamment grand. D’après le Critère8,
on trouve que 2B admet une algèbre hypercyclique.

D’autres applications :

• λB avec λ > 1 sur c0 ou ℓp, 1 ≤ p < ∞
• plus généralement, les décalages à poids Bw

• D : H(C) → H(C) l’opérateur Df = f ′

• plus généralement P (D), avec P un polynôme
• encore plus généralement ϕ(D) avec ϕ ∈ H(C) de type expo-
nentiel

– |ϕ(0)| < 1 ou = 1 (Bayart 2019)
– |ϕ(0)| = 1 (Bès, Ernst, Prieto 2020)
– |ϕ(0)| > 1 (Bayart, FC, Papathanasiou 2021)

Questions ouvertes:

• L’opérateur D + 2I admet-il une algèbre hypercyclique ?
• Étudier l’algébrabilité dans le cas |ϕ(0)| > 1
• Existe-t-il ϕ telle que ϕ(D) admet une algèbre hypercyclique
fermée ?
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