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Divisibilidade

Definicao 1.1.

Sejam a € Z* e b € Z. Diz-se que a divide b se existir ¢ € Z tal
que b = ac. Neste caso, usaremos a notagao alb para indicar que
a divide b. Quando nao existe ¢ € Z tal que b = ac, diz-se que a
ndo divide b e escreve-se a 1 b.

Observe que dizer a divide b ¢ o mesmo que falar b € divisivel por
a ou b € um maultiplo de a.

Exemplo.

Notemos que 5/30, 2|14 e 3|18, pois 30 = 5-6, 14 = 2-T7 e
18 = 6 - 3, respectivamente. Temos ainda que 4 t 10, 3 1 16 e
10 1 32, pois nao existem inteiros a, b, ¢ tais que 10 = 4a, 16 = 3b
ou 32 = 10c, respectivamente.



Divisibilidade

Teorema 1.1. (Principais propriedades)

Da definicao, decorre que, para quaisquer a, b, c,d € Z:

ala, 1la e al0;

o]

se alb e b|c, entao alc;

=

se alb e c|d, entao ac|bd;

se ablac e a # 0, entao b|c;
se alb e b# 0, entao |a| < |b];
all & a==+1;

N E

alb e bla = |a| = |b];

&

se cla e c|b, entao c|(ma + nb), para quaisquer m,n € Z;

]

se a|(b £ ¢), entdo alb < alc.
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Algoritmo da Divisao

Teorema 1.2. (Algoritmo da Divisao — ADD)

Dados a € Z e b € N, existem 1nicos q,r € Z tais que

a=qgb+r, com 0<r<hb.

Corolério 1.1. (ADD, caso geral)

Dados a,b € Z e b # 0, existem tnicos g, € Z tais que

a=¢gb+r, com 0<r<]lbl.



Algoritmo da Divisao

Exemplo.

Numa divisao por —6, os possiveis restos sao os nimeros perten-
centes ao conjunto X = {r € Z : 0 < r < | — 6|}, ou seja, ao
conjunto X = {0,1,2,3,4,5}.



Algoritmo da Divisao

Observacgoes

Dizemos que um numero inteiro é par quando é divisivel por
2, ou seja, quando deixa 0 na divisao por 2. Dizemos que um
numero inteiro é impar se nao é divisivel por 2, ou seja, se deixa
resto 1 na divisao por 2. Além disso, dizemos que dois nimeros
inteiros a e b tém a mesma paridade se sao ambos pares ou ambos
impares.

Nao é dificil verificar que:

m a soma de um nimero impar com um nimero par é um

nimero fmpar;
m a soma de dois niimeros fmpares é um ntmero par;

m a soma de dois niimeros pares é um ndmero par.
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Méximo Divisor Comum (MDC)

Definicao 1.2. (Méaximo Divisor Comum — MDC)

Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. O mdximo divisor comum
(MDC) de a e b, denotado por mde(a,b), é um inteiro positivo d
que satisfaz as condicoes:

d|a e d|b;

se 3 ¢ € Z tal que c|a e ¢c|b, entao c|d.

O item 1 nos diz que mdc(a,b) é um divisor comum de a e b. Ja
o item 2 diz que d é o maior divisor comum de a e b.

Definigao 1.3.

Quando mdc(a,b) = 1, diz-se que a e b sao relativamente primos
ou primos entre si.



Méaximo Divisor Comum

Como podemos verificar, mdc(3,6) = 3, mde(—5,—30) = 5,
mdc(6,0) = 6, mde(13,20) =1 e mdc(4,-2) = 2.



Méximo Divisor Comum (MDC)

Se albc e mdc(a,b) = 1, entao alc.

Como 4[24, 24 = 3-8 e mdc(4,3) = 1, segue que 4/8.
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Numeros Primos

Definicao 1.6.

Um numero p € Z\{1, —1,0} diz-se primo se a|p implicar a = £1
oua = £+p. Um ndmero d € Z\{1, —1,0} diz-se composto quando
nao é primo.

Note que os niimeros —1,0, 1 ndo sdo primos e nem sao com-
postos. Da definicao, decorre que se d é um nimero composto,
entao existem inteiros r e s, com 1 < r < s < d, tais que d = rs.

Como p é primo se, e somente se, —p é primo, na maioria
dos resultados que faremos, consideraremos p > 1. Além disso,
definiremos agora os seguintes conjuntos, que serao utilizados no
decorrer do livro para simplificar os enunciados:

P={peN:péprimo}, P*={peN:péprimoimpar} e
I,={keN:1<k<n}.



Numeros Primos

Teorema 1.12.

Se plab e p é primo, entdo p|a ou p|b.



Numeros Primos

Teorema 1.13. (Fundamental da Aritmética — TFA)

Todo a € Z\{—1,0,1} pode ser escrito da forma

a=upip2 - pk, com pi; < py < ... < p,

onde u = +1 e p; é primo, para todo i € Ir. Além disso, essa
forma é tnica.

Corolério 1.6. (TFA, caso geral)

Todo a € Z\{—1,0,1} pode ser escrito de modo dnico na forma
a=upy'py---py, com pp <py <+ <pn,

onde u = *+1 e p; é primo para todo i € I,,.



Numeros Primos

Exemplo.

Decomponha os niimeros 60, 124 e 500 como produtos de fatores
primos.
Solugao:
60=6-10=2-3-2-5=2%.3.5;
124=2.62=2-2-31=22.31;
500 =5-100 =5-4-25 =22 .53
666 =2-3-111=2-3-3-37=2-3%3T.
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Congruéncias

Definicao 2.1.

Sejam a,b € Z e n € N. Dizemos que a € congruente (ou congruo)
a b modulo n e escrevemos

a=b (mod n)
se, e somente se, n ¢ um multiplo de a —b, ou seja, se existe k € Z

tal que a — b = kn. Se, porém, n nao é multiplo de a — b, entao
dizemos que a € incongruente a b modulo n, e denotamos por

a # b (mod n).



Congruéncias

Percebamos que, ao considerar n € N, dizer que a = b (mod n),
para a,b € 7, equivale a dizer que n|(a —b). Se n = 1, entao a
congruéncia a = b (mod 1) é trivialmente verdadeira, pois todo
numero inteiro é multiplo de 1 (basta tomar k¥ = a — b na de-
finigdo). Se n = 0, ent@o a congruéncia a = b (mod 0) equi-
vale a igualdade a = b, obviamente. Se, por acaso, n < 0, na
congruéncia a = b (mod n), podemos avaliar o caso equivalente
a=0b (mod —n). Por definigdo, o caso n < 0 é desconsiderado.
Além disso, ndo consideraremos também o caso em que n = 1
nos enunciados e demonstragoes dos teoremas que se sucederao.



Congruéncias

Exemplo.

12 =2 (mod 5), pois 12 — 2 = 10 e 5/10. Também ¢é verdade que
13 = —2 (mod 5), pois 5|[13 — (—2)]. Porém, 42 # 13 (mod 2),
pois 42 — 13 = 29 e 2 4 29, e, como 9 f 11 e 11 = 13 — 2,
13 # 2 (mod 9).
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Congruéncias Modulares

Proposicao 2.1. (Relagao de equivaléncia)

Sejam a,b,c € Z e n € N. A congruéncia é uma relacao reflexiva,
simétrica e transitiva , isto €, as seguintes sentencas sao verda-
deiras:

a = a (mod n);
se a =b (mod n), entdo b = a (mod n);

se a =0b (mod n) eb=c (modn), entao a = ¢ (mod n).

Exemplo.

Como 8 = —2 (mod 5) e —2 = 3 (mod 5), por transitividade,
8 =3 (mod 5).



Congruéncias Modulares

Teorema 2.1. (Operagoes com =)

Se a,b,c,d € Z e n € N sao tais que a = b (mod n) e
¢ =d (mod n), entao
a+c=b+d (modn), em particular, a+ k = b+ k (mod n);
a—c=b—d (modn), em particular, a —k = b—k (mod n);

ac = bd (mod n), em particular, ak = bk (mod n).



Congruéncias Modulares

Exemplo.

Mostrar que 2462015 = 1 (mod 7).
Solugao: Note que 246 = 6-41. Como 6 = —1 (mod 7), podemos
elevar esta congruéncia a 2015, donde

6201° = (—1)2°5 = —1 (mod 7).

Analogamente, 41 = —1 (mod 7). Entao, elevando esta con-
gruéncia a 2015, obtemos 412915 = (—1)201% = —1 (mod 7). Mul-
tiplicando as duas congruéncias obtidas membro a membro, fica-

mos com
62015 . 412015 = (1) . (—1) (mod 7).

Como 62915 . 412015 — (6 - 41)2915 = 2462015 segue que

246291° =1 (mod 7).



Congruéncias Modulares

Um cuidado deve ser tomado. Apesar da reciproca ser verdadeira
pelo item 3 da proposicao 2.1, a implicagao

ac = bc (mod n) = a = b (mod n)
nao é valida.  Por exemplo, 6 = 2 (mod 4), isto é,

2-3=2-1 (mod 4), porém nao é verdade que 3 = 1 (mod 4).
Para tratar disto, temos a



Congruéncias Modulares

Proposicao 2.2. (Cancelamento do termo comum)

Se a,b,c € Z e n € N sao tais que ac = bc (mod n), entao
a=b (mod %), onde d = mdc(c,n).

Exemplo.

Mostrar que, para a,b,c € Z e n € N, se ac = be (mod n) e se ¢
e n sao primos entre si, entao

a=>b (modn).

Solugao: Como n e ¢ sdo primos entre si, deve ser mdc(c,n) =1
e o resultado é imediato.



Congruéncias Modulares

Todo inteiro é congruo, médulo n, a seu resto na divisao por n.



Congruéncias Modulares

Definigao 2.2. (Residuo)

Sejam a € Z e n € N. Um inteiro b tal que a = b (mod n) é dito
residuo de a maodulo n.

Definicao 2.3. (Sistema Completo de Residuos - SCR)

Dizemos que o conjunto S = {ry,re,73,...,rn} é um Sistema
Completo de Residuos (SCR) modulo n se sdo satisfeitas as condi-
goes:

ri Z rj (mod n) sempre que i # j, 4,5 € Iy;
para todo inteiro a, existe ¢ € I, tal que a = r; (mod n).



Congruéncias Modulares

Exemplo.

Mostrar que o conjunto S = {0, 1,2} é um Sistema Completo de
Restos maédulo 3.

Solugado: E claro que quaisquer dois elementos de S sao incongru-
entes médulo 3. Devemos, portanto, mostrar que todo e qualquer
nimero é congruente médulo 3 a um destes elementos. De fato,
pelo Algoritmo da Divisao, segue-se que, para algum k € Z, n é
de uma das seguintes formas:

B n = 3k;
n =3k +1;
M n=3k+2.

Em cada um dos casos, n serda congruente a 0, 1 ou 2, respecti-
vamente, como queriamos mostrar.



Congruéncias Modulares

Lema 2.1. (SCR trivial)

Seja n € N. O conjunto S = {0,1,2,3,...,n — 1} é um Sistema
Completo de Restos moédulo 7.
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Congruéncias Lineares

Definicao 2.4. (Congruéncia Linear)

Sejam a, b,z € Z e n € N. Chamamos de congruéncia linear toda
congruéncia da forma

ax = b (mod n).

O conjunto dos z para os quais esta congruéncia é verdadeira é
chamado de conjunto solu¢do da congruéncia linear.

Exemplo.

6x = 2 (mod 3) é um exemplo de congruéncia linear. O conjunto
solucao desta congruéncia é vazio, pois mdc(6,3) = 3 e 312, isto
é, 6 = 2 (mod 3) nao tem solucao.



Congruéncias Lineares

Exemplo.

A congruéncia linear 8¢ = 4 (mod 6) tem solucdo, pois
mdc(8,6) = 2 e 2|4. Uma das solucoes é 2, visto que 6/(8-2 —4).
Além desta, 8, 14, -4, ou qualquer nimero da forma 246k, k € Z
também é solugao da congruéncia, pois

8-2=4 (mod 6) (1)

8.6k =0 (mod 6). (2)

Somando (1) com (2), obtemos
8:-2+8-6k=4+0 (mod 6),

ou seja,



Congruéncias Lineares

Exemplo. (continuagao)

8- (2+ 6k) =4 (mod 6).

Note, por fim, que 5 também é solucdo da congruéncia 8x =
4 (mod 6), porém, 5 nao é da forma 2 + 6k, que s6 gera niimeros
pares. Portanto, o conjunto

S ={2+46k:keZ}

nao contém todas as solucoes desta congruéncia.



Congruéncias Lineares

Definicao 2.5. (Solugoes distintas)

Duas solugoes 1 e xo da congruéncia linear
ax = b (mod n)
sao ditas distintas modulo n se

x1 Z x2 (mod n).



Congruéncias Lineares

Exemplo.

Assim, na congruéncia 8x = 4 (mod 6), 2 e 5 sao duas solugoes
incongruentes médulo 6, pois 2 # 5 (mod 6), e, portanto, sao
solucoes distintas médulo 6. Porém, as solucoes do conjunto S’
sao todas congruentes médulo 6, pois 2 + 6k; = 2+ 6k (mod 6),
YV ki, ko € Z.



Congruéncias Lineares

Teorema 2.4. (Quantidade de solugoes incongruentes)

Sejam a,b € Z, n € N e d = mdc(a,n). Se d|b, entdo a con-
gruéncia linear
ax = b (mod n)

possui exatamente d solugoes incongruentes moédulo n.

Corolério 2.2. (Caso d =1)

Se mdc(a,n) = 1, a congruéncia linear ax = b (mod n) tem uma
Unica solugao modulo n.



Congruéncias Lineares

Exemplo.

Resolver a congruéncia linear 12z = 6 (mod 9) e encontrar
solugoes distintas moédulo 9.
Solugao: Como mdc(12,9) = 3, a congruéncia tem exatamente 3
solugoes distintas médulo 9. Uma destas solugoes é xg = 2, pois
12-2—-6=18=2-9. Como

9 9

mde(12,9) 3>

obtemos o conjunto de solugoes
S={2+3k:keZ}.

Trés solugoes distintas médulo 9 sao, por exemplo, 2, 5 e 8.



Congruéncias Lineares

Exemplo.

Resolver a congruéncia linear 3z = 15 (mod 2).

Solucao: Primeiramente, note que resolver esta congruéncia é
equivalente a resolver a congruéncia 3z = 1 (mod 2), pois
15 =1 (mod 2). Como 3 e 2 sao primos entre si, a congruéncia
tem solugao tnica médulo 2. Uma solugao particular é zg = 1.

Assim, o conjunto solucao desta congruéncia é

S={1+2k:keZ}



Congruéncias Lineares

Seja r; € Z, para cada i € I,. Se S = {r1,r2,73, ..., } é um
SCR médulo n, entdao S, = {a-r1,a-ra,a-rs,...,a-r,} também
é, desde que mdc(a,n) = 1.

Demonstracao. Como S, tem n elementos, precisamos apenas
mostrar que estes sao incongruentes dois a dois. Entao, para cada
i,j € I, consideremos a congruéncia ar; = ar; (mod n). Como
mdc(a,n) = 1, podemos cancelar o termo a e obter

ri =rj (mod n).

Mas isso s6 acontece se @ = j, pois r;,7; € S, que ¢ um SCR
modulo n. Ou seja, os elementos de S, sao dois a dois incongru-
entes médulo n. Portanto, S, é um SCR mddulo n. [ |



Congruéncias Lineares

Teorema 2.4. (Pequeno Teorema de Fermat)

SepeP,acZepta, entao

a’~! =1 (mod p).

Demonstragao. Como p € Pe p 1 a, segue-se que mdc(a,p) = 1.
Se considerarmos o SCR médulo n trivial

S =1{0,1,2,3,...p— 1}

, o Lema 2.3 nos garante que S, = {0,aq,2a,3a,...,(p — 1)a}
também é um SCR modulo n. Dai, cada elemento de S é con-
gruente a um unico elemento de S, (estdo numa correspondéncia
biunivoca). E ébvio que 0 = 0 (mod p). Portanto, ainda temos
uma correspondéncia biunivoca do conjunto S\{0} com o con-
junto S,\{0}.



Congruéncias Lineares

Nao sabemos quais sao os pares de nimeros congruentes gera-
dos por esta correspondéncia, mas podemos multiplicar as con-
gruéncias membro a membro. Fazendo isso, e reorganizando se
necessario, obtemos

a-2a-3a-..-(p—1)a=1-2-3-...-(p—1) (mod p),
ou seja,
1-2:3-...-(p—1)-aP'=1-2-3-...-(p—1) (mod p).

Como p nao divide nenhum nimero da lista 1,2,3,...,p— 1, deve
ser primo com todos eles. Cancelando estes termos, ficamos com

a?~! =1 (mod p)



Congruéncias Lineares

Exemplo.

Calcule o resto da divisao de 97%8 + 899 por 8633.
Solugdo: observe que 8633 = 97 - 89. Por Fermat,

89% =1 (mod 97) (3)

978 =1 (mod 89). (4)

Ora, 97 = 0 (mod 97). Logo, 97% = 0 (mod 97). Somando isto
a (3), obtemos

897 + 978 =140 =1 (mod 97).

Analogamente, 896 = 0 (mod 89). Somando a (4), obtemos



Congruéncias Lineares

Exemplo. (continuagao)

89% +97% =14+ 0=1 (mod 89).

Ou seja,
89((89% + 9788 — 1) e 97|(89% + 9788 —1).
Como mdc(89,97) = 1, pelo Teorema 1.6, segue-se que
89 - 97/(89%¢ 4 9788 — 1),

isto é,
97%8 + 899 =1 (mod 8633).
Portanto, 9758 4 8976 deixa resto 1 na divisdo por 8633.



Sistema Reduzido de Residuos

Definigao 2.7. (SRR)

Dizemos que um conjunto R = {rq,r9,73,...,7;}, onde r; € Z,
Vi € Iy, é um Sistema Reduzido de Restduos (SRR) mddulo n se
as seguintes condigoes sao satisfeitas:

mdc(ri,n) =1,V i € Iy;

ri Zr; (modn),sei,je€leis#j;e

para cada m € N com mde(m,n) =1, 3 i € I, tal que
m =r; (mod n).



Sistema Reduzido de Residuos

Exemplo.

Como bem sabemos, o conjunto S = {0,1,2,3,4,5} é um SCR
modulo 6. Dentre os elementos de S, os tinicos nao primos com
6 sdo os numeros: 0, pois mdc(0,6) = 6; 2, pois mdc(2,6) = 2;
3, pois mdc(3,6) = 3; e 4, pois mdc(4,6) = 2. “Retirando” estes
elementos de S, ficamos com o conjunto R = {1,5}, que é um
sistema reduzido de residuos médulo 6 (verifique!).



Sistema Reduzido de Residuos

Se R = {r1,r2,73,..,7y(m)} ¢ um SRR médulo n, entdo
Ry ={a-r1,a 12,0 73, ...,0" T4} também é um SRR médulo
n, desde que se tenha mde(a,n) = 1.
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Congruéncias Quadraticas

Definicao 3.1. (Residuo Quadratico)

Sejam a,n € Z e primos entre si. Se z? = a (mod n) tiver
solucao, dizemos que a é um residuo quadrdtico modulo n. Em
caso contrério, isto é, 2 # a (mod n) para todo inteiro , dizemos
que a nao ¢ um residuo quadrdtico modulo n, ou ainda, a é um
residuo nao-quadrdtico.

Exemplo.

Na congruéncia 22 = 2 (mod 7), tem-se que 2 é residuo quadratico
médulo 7, pois mde(2,7) =1 e 7|(32 — 2), isto é, x = 3 é solugao
da congruéncia.



Congruéncias Quadraticas

Teorema 3.1.

Se a congruéncia x?> = a (mod p) tiver solucdo, ela tem exa-

tamente duas solugoes incongruentes moédulo p, onde p € P*,
mdc(p,a) =1 e a € Z.

Exemplo 3.3.

A congruéncia 3z% = 12(mod 13) possui ou ndo solucao?
Solugdo: Notemos que a congruéncia tem solugao pois, para
r = 2, tem-se que 3-22 = 12 (mod 13). Além disso, pelo Teorema
3.1, —2 também é solucao.



Congruéncias Quadraticas

Teorema 3.2. (Teorema de Lagrange)

Se mdc(cn,p) =1, com p € P, entdo a congruéncia

f(z) =0 (mod p)
tem, no maximo, n solugoes incongruentes modulo p, onde
f(x) = cpa™ +cp1z™ 4.+ o’ +cx+cgec €L, i€ I,
Demonstracao. Utilizemos o Principio de Indugao Finita sobre

o grau do polinébmio. Notemos que para n = 1 o resultado é
vélido, pois temos a congruéncia c1z + ¢y = 0 (mod p), ou ainda,

c1x = —co (mod p),



Congruéencias Quadraticas

que possui uma tunica solugdo incongruente moédulo p, pelo Co-
rolario 2.2 do Teorema 2.4. Suponhamos valido paran =k — 1,
isto é, se g(x) é um polinémio de grau k — 1, entao a congruéncia
g(z) =0 (mod p) tem, no méximo, k — 1 solugdes incongruentes
médulo p. Mostremos que o resultado é valido para n = k. Para
tanto, suponhamos que nao valha, isto é, que a congruéncia

pt® + o1 T+ et tar+ce=0 (mod p)

tenha (pelo menos) k + 1 solugoes incongruentes médulo p. Di-
gamos que estas solugoes sejam: xg,x1,T2,...,T5. Fixando xg,
temos que

f(x) = f(x0) =0 (mod p)
tem k + 1 solugbes distintas médulo p, pois f(zg) = 0 (mod p).



Congruéencias Quadraticas

Mas,

flx) = f(zo) = rt® + o+ x + o — (ckxlg + ...+ 1z + )

= cp(a® —af) + e (@ — 2B 4 L a(r - x0).

Percebamos que (x — zp) é um fator comum de cada parcela
ci(x" — ), com i € I,. Assim, para todo i € I, tem-se

ci(a’ —xp) = (2 — 20)  pi-1(2),

onde p;—1(x) é um polindémio de grau ¢ — 1. Seja



Congruéencias Quadraticas

Entao h(z) é um polinémio de grau k — 1, com ¢ sendo o coefi-
ciente de zF~1. Dai,

f(@) = f(xo) = (x = m0) - h(z) = 0 (mod p),

e isto significa que p|(x — x¢) - h(z). Como p|(z — x¢) < = = o,
segue que p|h(z) para todo z;, i € Ix. Ou seja, a congruéncia

h(z) =0 (mod p)

possui k solucdes incongruentes modulo p, contrariando a hipdtese

de indugao. Logo, o resultado é valido para n = k e, pelo PIF,

vale para todo polindmio satisfazendo as condigoes do teorema.
|
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Seja p € P*. Se z,y € {1,2,...,7%1}, com x # y, entao
a? # y* (mod p).



Residuos Quadraticos

Definicao 3.2. (Fungao Maior Inteiro)
A funcao

—
— |z =mix{meZ:m <z}

é denominada funcdo maior inteiro.



Residuos Quadraticos

Seja p € P*. Dentre os nuimeros 1,2, 3, ..., p—1, temos exatamente
| 5] residuos quadréticos médulo p.

Exemplo.

Do Teorema 3.3 decorre que 6 é a quantidade de residuos quadra-
ticos que o primo fmpar 13 possui, assim como 15 é a quantidade
de residuos quadraticos modulo 31 e 18 é a quantidade de residuos
quadraticos moédulo 37.
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Simbolo de Legendre, Critério de Euler e Lema de Gauss

Definicao 3.3. (Simbolo de Legendre)

Sejam a € Z e p € P*. O Simbolo de Legendre de a mddulo p,

denotado por (2) (lé-se: a legendre p), é definido como:

p
a 1, se pta e a é residuo quadrético médulo p;
<—> = 0, se pla;
p

— 1, se pfa e anao é residuo quadrédtico médulo p.
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Exemplo.

Determine:

(%) () (5%)

Solugdo: Note que resolver os problemas acima consiste em anali-
sar se pla ou se p { a e, neste caso, se a congruéncia r? =
tem solucao. Deste modo,

2> =1 (mod 7), 741 e x =1 é solugdo, entdo (1) = 1;

2?2 = 2 (mod 3), 3 1 2, mas 2 ndo é residuo quadratico
moédulo 3, uma vez que a congruéncia nao tem solugao, entao

2\ 1.

(3) =-1

2? =110 (mod 11), entdo (1) = 0, pois 11]110.

a (mod p)
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Teorema 3.4. (Critério de Euler)

Se p € P* e mdc(p,a) = 1, entéo

(9> = a7 (mod p).

p

Demonstracao. Vamos considerar os casos em que a ¢ ou nao
residuo quadratico moédulo p.
19 caso: a é residuo quadratico médulo p. Entao a congruéncia

a = z% (mod p)
tem solucdo. Seja zo uma solugio. Entdo p { g, pois p|(a — 23)

e, se plxg, terfamos p|m%, o que implica que p|a, contrariando a
hipotese.
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Assim, por Fermat,

ou seja,
—1
(z2)"7 =1 (mod p). (5)
Por outro lado, como a = z3 (mod p), segue que

p—1

7 = (xg)% (mod p). (6)

Por transitividade em (6) e (5), temos que, se a é residuo quadrético
médulo p,
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29 caso: a nao é residuo quadratico médulo p.
Como p € P* e mdc(p,a) = 1, por Fermat, temos que

(a2 ) =aP"! =1 (mod p),
isto é,

Como p é primo, segue que p|(apT_1 —1) ou p|(a% +1), o que

significa

a2 =1 (modp) ou a2 =-1 (mod p). (7)
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Seja
X:{i2;1§i§p;1}.

Notemos que a € X, pois todo elemento de X é residuo quadratico.
—1
Mostremos que todo elemento de X satisfaz 'z = 1 (mod p).
Para isso, seja k € X. Entao k = 2 para algum i € I,—1. Como
2
li] < %, tem-se p { i, donde, por Fermat, i?~! = 1 (mod p), o
-1 -1
que equivale a (12)% =1 (mod p), ou seja, T =1 (mod p),
VkelX.
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Pelo Teorema de Lagrange, o polinémio

p—1

fle)=2 2 —1=0 (mod p)

~1
tem, no méximo, 251 rafzes. Mas X tem P5= elementos que

2
satisfazem f(z) =0 (mod p). Portanto, vale a implicacao
k satisfaz "7 = 1 (mod p) = ke X. (8)

Como a ¢ X, por (8), segue que a nao satisfaz z B . Assim, por
(7), segue que, se a nao é residuo quadratico médulo p,

a7 =-1= (;) (mod p).
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Exemplo.
Como 2* = —1 (mod 17), segue que 2% = 1 (mod 17). Assim,
1

pelo Critério de Euler, (&) = 975 =98 = (mod 17). E isso

8O é verdadeiro se 0
— | =1.
(%)

Da definicao do simbolo de Legendre também chegamos a esse
resultado, pois 6 é solucdo da congruéncia x? = 2 (mod 17).
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O Simbolo de Legendre é uma fungao completamente multiplica-

.
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Exemplo.

Como o simbolo de Legendre é completamente multiplicativo,

temos que (;) _ (;) (;) — 1

De fato, pois 3 é solucdo da congruéncia z2 =2 (mod 7) e 2 é
solucdo da congruéncia x? = 4 (mod 7).
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Teorema 3.6. (Lema de Gauss)

Sejam a € Z, mde(p,a) =1 e p € P*. Consideremos os restos na
divisao por p dos nimeros

p—1
2a,3a,....| — | a.
a’ a’ a’ 9 ( 2 ) a

Entao,

onde 7 é o niimero dos restos que sao maiores do que §.

Demonstracgao. Digamos que ai,asg,...,as sejam os restos
menores que § e by, by, ..., b, sejam os maiores que 5.
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Pelo Exemplo 2.5, cada elemento da lista la, 2a, ..., %a é con-
gruente a seu resto, isto ¢, a um a; ou um b;, comi € Iy e j € I,.
Nao sabemos quais sao os pares de nimeros congruentes gera-
dos por esta correspondéncia, mas podemos multiplicar todas as
congruéncias membro a membro, obtendo

p—1

la-2a-3a-...- a = ajay---asbiby--- b, (mod p).

Reescrevendo a congruéncia e multiplicando por (—1)", temos

(—1)T-a% (T)' = (—1)"arag - - - asbiby - - - b (mod p). (9)
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Nossa demonstragao consistird agora em concluir que

alaa27-'-aa87p_bl)p_b%"'ap_b"‘ (10)

- , -1
sao, a menos da ordem, os ntimeros 1,2,..., 5=,

Uma vez que g < b; < p, multiplicando por —1 e somando p
a todos os membros da desigualdade, decorre que:
p_p
—p<p—-bi<p—===
p—pP<p j <P 9 9
istoé, 1 <p—b; < p—gl. Assim, basta mostrarmos que os nimeros
da lista (10) s@o todos incongruentes médulo p.
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Para i € I e j € I, suponhamos que a; = b; (mod p). Entao
p|(a; — bj), o que é absurdo, pois |a; — b;| < p e a; # bj. Logo,
a; Z bj (mod p). Além disso, a; # p — b; (mod p), qualquer que
sejai € Iy e j € I.. A prova disso é que, se existissem i € I e
J € I, tais que a; = p — b; (mod p), entdo, como p = 0 (mod p),
terfamos a; = —b; (mod p). Mas isto também é absurdo, pois a; e
b; sdo congruos a um dos elementos do conjunto {1a, 2a, ..., p%la}
e mdc(a,p) = 1, o que nos fornece, apés manipulacoes utili-
zando as propriedades de congruéncia, k = —t (mod p) com
k.t e {1,2,.., %} Portanto, os ntmeros da lista (10) sao os

mesmos elementos da lista 1,2, ..., p%l.
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Logo, por reflexividade,

araz - as(p=b1)(p—b2) -+ (p—br) =1-2:3-...- <p;1> (mod p),

0 que, eliminando as parcelas congruas a 0 apds o desenvolvi-
mento do produto do membro esquerdo, equivale a

-1
(=D"ajag - - -asbiby- - b, = (102), (mod p).

Por transitividade com a congruéncia (9),

(—1)7a"z (p;l)! - <p;1>! (mod p).
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Eliminando (%)! em ambos os membros (por que podemos fazer

isso?), obtemos
-

(fl)raT1 =1 (mod p).

Multiplicando ambos os membros por (—1)", teremos

az = (—=1)" (mod p).
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Assim,

como queriamos demonstrar. [
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Exemplo.

Tomemos a = 3 e p = 11 no Lema de Gauss. Calculando os
restos modulo 11 dos multiplos de 3

1-3,2-3,3-3,4-3e5-3,

temos:
1-3=3 (mod 11); 4-3 =1 (mod 11);
2:3=6 (mod 11); 5-3 =4 (mod 11)
3:3=9 (mod 11);

Dentre estes restos, apenas 6 e 9 sdo maiores do que %, ou seja,

r = 2. Assim, pelo Lema de Gauss,

(%) =(-1?=1.



Sumario

Residuos Quadraticos

m Suplementos & Lei de Reciprocidade Quadratica



Suplementos a Lei de Reciprocidade Quadratica

Teorema 3.7. (12 Teorema Suplementar)

Se p € P*, entao
-1\ _ 1, se p= 1 (mod4);
p) | —1, se p=-1(mod4).

Demonstragao. Pelo Algoritmo da Divisao, na divisao por 4,
todos os inteiros sao da forma 4k, 4k + 1,4k + 2 ou 4k 4+ 3. Como
p é impar, as possibilidades se reduzem a 4k + 1 ou 4k + 3. E
facil ver que p = 4k+1 equivale ap = 1 (mod 4) e que p = 4k +3
equivale a p = 3 = —1 (mod 4). Vamos analisar o valor de
(—1)%1 em cada um destes casos.
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19 caso: p = 4k + 1.
-1
Entao p — 1 = 4k, isto é, % = 2k é par. Dai, (—1) 2z =1.
Pelo Critério de Euler,

(5}) =0 =1 (o)

ou seja,
—1

(p) =1,se p=1 (mod 4).
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29 caso: p = 4k + 3.
Entdo p—1 = 4k+2 = 2(2k +1), isto é, 2% = 2k +1 é {mpar.

Dal, (—1)% = —1. Pelo Critério de Euler,

<—1> = (-1)*7 = —1 (mod p),

p

ou seja,
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Exemplo.

O Teorema 3.7 nos fornece (33) = 1, pois 13 =1 (mod 4). De
fato, —1 é um residuo quadratico médulo 13, pois 5 € solugao da
congruéncia 2 = —1 (mod 13). E, pelo mesmo teorema,
(_71) —1, jd que 7= 3 (mod 4). Com efeito, a congruéncia

2?2 = —1 (mod 7) ndo tem solucio, pois, pelo Algoritmo da
Divisdo, x é da forma 7k, 7k +1,...,7k + 5 ou 7k + 6. Assim,

22+ 1 é da forma
r+1,7r+2,7r+3 ou7r+5,

e, em nenhum destes casos, 7|(xz? + 1). Por isso, pela defini¢io
do simbolo de Legendre, (_71) =—1.
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Proposigao 3.1

Seja n um natural impar maior do que 2. Entao vale a igualdade

n—1 n?—1
1+24+3+... = .
+24+34+..+ 5 3

Demonstragao. Exercicio.
Utilizaremos este resultado no proximo teorema.
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Teorema 3.8. (22 Teorema Suplementar)

Se p € P*, entao

(2)2{ 1, se p=zl(mod8);

P —1, se p=4£3(mod38).

Demonstracao. Pelo Critério de Euler, (%) — 2", Mostra-

remos que a validade da congruéncia
P 1
272 =(-1)"8 (mod p) (11)

serd suficiente para, por transitividade, concluirmos o teorema.
Para isto, consideraremos todos os possiveis restos de p na divisao
por 8.
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Mas antes, vamos demonstrar que a congruéncia (11) é verda-
deira.
Seja i € {1,2,3,..., %} Entéo, se ¢ é par, segue que

i=2k=2k-(—1)%* =i (=1)" (mod p).
Se, porém, i é impar, segue que
p—i = p—(2k+1) = —(2k+1) = (=)L (2k+1) = (=1)%i (mod p).
Ou seja, para numeros pares, podemos afirmar congruéncias do

tipo .
i=1i-(=1)" (mod p), (12)

e, para numeros impares, podemos formar congruéncias do tipo

p—i=(=1)-i (mod p). (13)
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Percebamos que, em ambos os tipos, (12) ou (13), os ntmeros
dos membros esquerdos das congruéncias sao sempre numeros
pares. Mais ainda, estes numeros sao 2,4,6,...,p — 1. Assim,
multiplicando todas essas % congruéncias membro a membro,
obtemos

9.4-6-...-(p—1) = 1.2-....]%1-(—1)1-(—1)2-...-(—1)% (mod p),

ou seja,

2:4-6-...-(p—1)= (T)!(—l)(lﬁ*'“*p?l) (mod p).
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Mas

e, pela Proposicao 3.1,

p—1 p2—1
1+2 S .
+2+4 .. 42 5 3

2%5t (p;)! = (1)t (13;1)! (mod p).

Cancelando o fator (?5=)! em ambos os membros, obtemos o
resultado.

Assim,
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Agora, precisamos mostrar que

p2-1

(=1)"s =1,se p==+1 (mod 8)

p2-1

(=1) s =—1,sep==43 (mod 8).

Como p é impar, pelo Algoritmo da Divisao, p é de uma das
seguintes formas: 8k + 1,8k + 3,8k +5 ou 8k + 7. Vamos analisar
cada um destes quatro casos e, em cada um deles, utilizaremos a
igualdade

pPP-1_ (p—1p+1)

8 8

. (14)
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19 caso: p = 8k + 1.
Entiop—1=8k+1—1=8kep+1=8k+1+1=8k+2.
Substituindo em (14), obtemos

8k(8k +2)  8-2k(4k +1)
8 N 8

= 2(4k* + k).

pi-1

g € par. Portanto,

Assim, se p = 8k + 1, entao

P21

(=1)"s =1, sep=1 (mod 8).
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29 caso: p = 8k + 3.
Entiop—1=8k+3—1=8k+2ep+1=8k+3+1=8k+4.
Substituindo em (14), temos

(8k+2)(8k+4) 8- (4k+1)(2k+1)
8 N 8

= (4k +1)(2k + 1),

Assim, se p = 8k + 3, entao 2 1 ¢é impar. Portanto,

= —1, se p =3 (mod 8).
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32 caso: p =8k + 5.
Entiop—1=8k+5—1=8k+dep+1=8k+5+1=8k+6.
Substituindo em (14), segue que

(8k+4)(8k+6) 8- (2k+1)(4k + 3)
8 B 8

= (2k + 1)(4k + 3).

Assim, se p = 8k + 5, entao 2 1 é impar. Dal,

=—1, se p=5= -3 (mod B).
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42 caso: p =8k +T.
Entdop—1=8k+7—-1=8k+6ep+1=8k+7+1=8k+8.
Substituindo em (14), obtemos

(8k +6)(8k+8) _ 8- 24k +3)(k+1) _,

S < (4 + 3)(k + 1).

Assim, se p = 8k + 7, entao pzT_l ¢é par. Portanto,

p2-1

(=1) 5 =1,sep=7= -1 (mod 8),

o que conclui o teorema. [ |
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Exemplo.
Do Teorema 3.8, segue que (%) = —1ce (%) = 1, pois
5= —3 (mod 8) e 7= —1 (mod 8). Esse é o mesmo resultado ob-

tido através da definigdo do simbolo. Com efeito, a congruéncia
2?2 = 2 (mod 5) ndo tem solucdo, pois o Algoritmo da Divisao
garante que x é da forma

5t, 5t + 1,5t + 2,5t + 3 ou 5t + 4.
Dai, 22 — 2 é da forma
om +2,5m + 3 ou bm + 4,

e nenhum destes nimeros é multlplo de 5, donde (— =—1. Por
outro lado, 3 é solucao da 22 = 2 (mod 7) e, por isso, (%) =
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Lei de Reciprocidade Quadratica

Nesta secao apresentaremos um importante teorema que nos

ajudard a determinar a solucao para o simbolo de Legendre. Co-

nhecendo o valor para (%), serd que temos condicoes de deter-

minarmos <%> ? A Lei mostrara em qual caso isso é possivel.

O préximo resultado é fundamental para a demonstracao
da Lei. Para demonstra-lo, utilizaremos alguns resultados, tais
como o Algoritmo da Divisao e o Lema de Gauss. Pedimos aos
espectadores, caso ndo recordem, que revejam estes teoremas.
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Teorema 3.9.

Sendo M = {%J + L%J I L%J + .+ L’%l . %J, a um inteiro

fmpar e p € P*, tal que mdc(p,a) = 1, temos

()

Demonstracgao. Nossa demonstracao consiste, inicialmente,
. . -1
em determinar os restos médulo p de Y, = {a, 2a, ..., 55-a}.
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Para isso, apliquemos o Algoritmo da Divisao para cada elemento
do conjunto Yj:

a
a=p J+T1
LD
2
2a=0p aJ+r2
L P
3
3a=0p aJ+T3
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Perceba que cada 71,79, ...,7p—1 sao os a; e b; definidos na de-
2

monstragdo do Lema de Gauss (com a caracteristica de serem
menores do que £ e maiores do que Z, respectivamente). Agora,
somando membro a membro cada uma das igualdades acima, ob-
temos

-1 -1
a 1+...+L =p + ...+ p—>.a +ri4...4rp-1,
2 p 2 P 2

0 que, pela proposicao 3.1, equivale a

p?—1 p—l a
a=7p + ...+ — +r1+ . Frpa.
8 p 2 P 2
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Agora, seja I = a1 +as+...+as e S=0by+by+ ...+ b, entao
p* -1

8
Mas, como verificamos na demonstragdo do Lema de Gauss, os
ndmeros ai, as, ..., as,p — b1,p — ba, p — b3, ...,p — b, sao, a menos
da ordem, os nimeros 1,2, 3, ..., &5

ca=pM+I1+5S. (3.3.11)

5 L Portanto,

—1
1+2+...+pT:a1+a2+...+a5+rp—(b1+b2+...+br).

Dai,
p28_ L rtm—s (3312
Logo, subtraindo 3.3.12 de 3.3.11, temos que
p’—1

S (a—1)=p(M —r)+28S.
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2_
Como a é impar por hipdtese, segue que (pg%l) - (a — 1) é par,

ou seja, p(M —r) + 2S5 é par. Como 2S é par, segue que M —r
também é par. Portanto M e r possuem a mesma paridade (sao
ambos pares ou ambos impares) e, pelo Lema de Gauss, sabemos

que (%) = (—1)". Logo,
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Teorema 3.10 (LRQ)

Sejam p, g € P* distintos, entao

(£))-cr



DEMONSTRACAO DA LEI

D C
q
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Como vimos na demonstragao do Teorema 3.7, p=l g par se, e

somente se, p = 1 (mod 4). Desta forma, ’%1 =L 6 fmpar se, e
s6 se, p = q = 3 (mod 4). Assim, a depender do resto de p e ¢ na
divisao por 4, (—1)%% =1 ou — 1. Ou seja, se pelo menos
um, entre p e g, tiver resto 1 na divisao po 4, a Lei nos diz que

©)-)
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Observagao (continuagao)

Se, porém, ambos p e ¢ deixam resto 3 na divisao por 4, a Lei

nos diz que
(9--)
p q

Portanto, podemos optar por calcular o mais simples entre os
dois simbolos e, dessa forma, julgar se, no primeiro caso, ambos
sao ou nao residuos quadraticos e, no segundo caso, se um deles
é e outro nao.
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Exemplo.

Verifique se 6481 é residuo quadratico médulo 6661, onde
6481, 6661 € P*.

Solug¢ao: Notemos que isto equivale a calcular (g‘ég%) Como
tanto 6481 quanto 6661 sao primos impares, pela Lei de
Reciprocidade Quadratica,

6481 6661 _ (_1)66621—1.6485—1 1
6661 6481

ou seja, ou 6661 e 6481 sao residuos quadraticos ou ambos nao
sao. Dessa forma, precisamos verificar apenas um deles.
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Exemplo. (continuagao)

Primeiramente, note que

6661 = 180 (mod 6481),

6661\ [ 180
6481 )  \ 6481/

Mas 180 = 22 - 32 . 5, isto é,

180 \  (22-32.5\ [ 22 3? 5
6481 ) \ 6481 /) \ 6481/ \ 6481 ) \ 6481 )"

ou seja,
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Exemplo. (continuacao)

Deste modo,

180\ [ 22 5 5 N1 (2 \_(5
6481 ) \ 6481 ) \ 6481 ) \ 6481 ) 6481 ) \ 6481 )"

Como 5 =1 (mod 4), aplicando a Lei novamente, temos que

(ais) = (557).
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Exemplo. (continuagao)

Finalmente, pelo fato de 6481 = 1 (mod 5), segue que

(5)-()

Portanto, 6481 é residuo quadratico médulo 6661.
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Simbolo de Jacobi

Como vimos, o Simbolo de Legendre de a médulo n esta definido
quando n é, necessariamente, um numero primo impar. Podemos
generalizar definindo o Simbolo de Jacobi que exige, tao somente,
que n seja impar e mdc(a,n) = 1 para estar bem definido.

Definicao 3.4. (Simbolo de Jaconi)

Sejam a € Z e p'ps? - - - pit a decomposicao em fatores primos

de um inteiro positivo e impar n, com mdc(a,n) = 1. O simbolo

de Jacobi, denotado por [2] (1&-se: a jacobi n), é definido por

o a9 (673
[2}:[#}:(2) (i) <g>
n pypy? - pgt P1 P2 Dt
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Observagao

E importante ressaltar que, embora o simbolo de Jacobi seja
uma extensao do simbolo de Legendre, ao contrario deste, pode
ocorrer que a nao seja residuo quadratico médulo n mesmo que

[%] = 1. Convidamos o leitor a exemplificar esta afirmagao.
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Teorema 3.12. (LRQ versao Jacobi)

Se n,m € Z,, impares, sao tais que mdc(m,n) = 1, entao

2][™] = -ny2t=st,

m

Demonstracao. Secjam p'p5?---pit e qlﬁ1 qg2 ... ¢% as decom-

posicoes em fatores primos de n e m, respectivamente. Da de-
finicao do simbolo de Jacobi e pelo teorema 3.5, temos:

a-T() - ()

e, analogamente,
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G-I I

1=

Multiplicando estas igualdades e agrupando os produtérios, ob-

-1 () ()

Pela Lei de Reciprocidade Quadratica, tem-se

BE)-

temos

Assim,
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A - ) G

= TIIJpmc

95

- H[(—l)zizlai(w;l)ﬂj( ;1)]
=1

_ [(_1)Za1(p12_1)5j(qj;1)] — [(_1)2%(”2—1)51‘(%771)]
C () D D (8 ().




Simbolo de Jacobi

AFIRMACAO:

t S L PR—
S B) e T

i=1J=1

tém a mesma paridade. Perceba que essa afirmacgao conclui a

demonstragao.
Dividiremos a demonstracao da afirmacao em duas partes.

Mostraremos primeiramente que

Zai(pigl) = n;l (mod 2).
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Demonstracdo da AFIRMACAO:
Notemos que

n=piipl? .. pit =
=1+ @ -1))*"0+E2—1))* - (14 (pr —1))™

e, claro, que p; — 1 é par, ou seja, p; — 1 = 2k.

Dois fatos serdo necessarios a conclusao de nossa demonstragao.
O primeiro é que [1+ (p; — 1)]* =1+ «;(p; — 1) (mod 4). Para
este, temos dois casos a considerar.
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19 caso: a; é par, i.e., o; = 2v.
Entdo [1 + (p; — 1)]% = (1 + 2k)?" é da forma 1 + 4g,
el+a;(pi—1) =14 2v-2k é da forma 1 + 4h, donde

1+ (pi— D] =14 ai(pi — 1) (mod 4).
29 caso: «; é impar, i.e., a; = 2v + 1.
Entdo [1+ (p; — 1)]% = (1 + 2k)?V = (1 + 2k)%0 - (1 + 2k)

édaformal+4g+2k,el+ai(pi—1)=1+2v+1)-2k éda
forma 1+ 2k + 4h, donde

14 (pi— D] =1+ ai(pi — 1) (mod 4).
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O segundo fato é que
(14+a;(pi—1))(1+0(p;j—1)) = 14+a;(pi—1)+a;(pj—1) (mod 4).

Este fato é de verificacao imediata, pois basta notar que, sendo
(pi—1) e (pj — 1) pares, (p; —1)(p; — 1) é da forma 4h. Em geral,
vale que

(14+ai(p1—1)) - (14 (p—1)) = 141 (p1—1)+...4a(pr—1) (mod 4).
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n=14ai1(p1—1)+ ...+ a(p: — 1) (mod 4).

Dai,
n—1_ ai(p1—1) «ao(pa—1) ar(pr — 1)
= R S —— d 2
2 5 T g Tt g (medd),
isto é,

Zai(pi_ 1) = n—l (mod 2).



Analogamente mostra-se que

S (Y =" (o 2).
j=1

Portanto,

ou melhor,

t s

SN aP ety e T

=1 J=1

tém a mesma paridade, como queriamos demonstrar.
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25725 17303
Quanto vale [£233]? E [35252]?
Solucdo: Pelo Teorema 3.12,

17303

25725

257251 | 17303 25725—1 173031
= (— 1) 2 2
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Exemplo. (continuagao)

Como 25725 = 72 -7-52-3 e 17303 = 112 - 11 - 13, segue que

17303]  (17303\* / 17303\ (17303\* /17303 _
25725 7 7 5 3 N

-(F) G EEE)E) -
-(7)(7)(3) (3),
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Exemplo. (continuagao)

Como 11 = =3 (mod 7), 13 = —1 (mod 7), 11 = —1 (mod 3) e,
ainda, 13 =1 (mod 3), tem-se

- (7) (7) (5) (5) -
-F)EE)E -G 6
-(2)(5)
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Exemplo. (continuagao)

Do fato de 3 = —1 (mod 4), segue que (_Tl) = —1. Além disso,
pelo Critério de Euler,

(%) =37 =33=271=-1 (mod 7),
isto é, (%) = —1. Portanto,

] -3 () () - oo
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