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Introdução

Sobre o minicurso;

Metodologia;

Objetivo do Minicurso.
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Divisibilidade

Definição 1.1.

Sejam a ∈ Z∗ e b ∈ Z. Diz-se que a divide b se existir c ∈ Z tal
que b = ac. Neste caso, usaremos a notação a|b para indicar que
a divide b. Quando não existe c ∈ Z tal que b = ac, diz-se que a
não divide b e escreve-se a ∤ b.

Observe que dizer a divide b é o mesmo que falar b é diviśıvel por
a ou b é um múltiplo de a.

Exemplo.

Notemos que 5|30, 2|14 e 3|18, pois 30 = 5 · 6, 14 = 2 · 7 e
18 = 6 · 3, respectivamente. Temos ainda que 4 ∤ 10, 3 ∤ 16 e
10 ∤ 32, pois não existem inteiros a, b, c tais que 10 = 4a, 16 = 3b
ou 32 = 10c, respectivamente.



Divisibilidade

Teorema 1.1. (Principais propriedades)

Da definição, decorre que, para quaisquer a, b, c, d ∈ Z:
1 a|a, 1|a e a|0;
2 se a|b e b|c, então a|c;
3 se a|b e c|d, então ac|bd;
4 se ab|ac e a ̸= 0, então b|c;
5 se a|b e b ̸= 0, então |a| ≤ |b|;
6 a|1 ⇔ a = ±1;

7 a|b e b|a ⇒ |a| = |b|;
8 se c|a e c|b, então c|(ma+ nb), para quaisquer m,n ∈ Z;
9 se a|(b± c), então a|b ⇔ a|c.
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Śımbolo de Jacobi

5 Referências



Algoritmo da Divisão

Teorema 1.2. (Algoritmo da Divisão − ADD)

Dados a ∈ Z e b ∈ N, existem únicos q, r ∈ Z tais que

a = qb+ r, com 0 ≤ r < b.

Corolário 1.1. (ADD, caso geral)

Dados a, b ∈ Z e b ̸= 0, existem únicos q, r ∈ Z tais que

a = qb+ r, com 0 ≤ r < |b|.



Algoritmo da Divisão

Exemplo.

Numa divisão por −6, os posśıveis restos são os números perten-
centes ao conjunto X = {r ∈ Z : 0 ≤ r < | − 6|}, ou seja, ao
conjunto X = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.



Algoritmo da Divisão

Observações

Dizemos que um número inteiro é par quando é diviśıvel por
2, ou seja, quando deixa 0 na divisão por 2. Dizemos que um
número inteiro é ı́mpar se não é diviśıvel por 2, ou seja, se deixa
resto 1 na divisão por 2. Além disso, dizemos que dois números
inteiros a e b têm a mesma paridade se são ambos pares ou ambos
ı́mpares.

Não é dif́ıcil verificar que:

a soma de um número ı́mpar com um número par é um
número ı́mpar;

a soma de dois números ı́mpares é um número par;

a soma de dois números pares é um número par.
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Máximo Divisor Comum (MDC)

Definição 1.2. (Máximo Divisor Comum − MDC)

Sejam a, b ∈ Z, com a ̸= 0 ou b ̸= 0. O máximo divisor comum
(MDC) de a e b, denotado por mdc(a, b), é um inteiro positivo d
que satisfaz as condições:

1 d|a e d|b;
2 se ∃ c ∈ Z tal que c|a e c|b, então c|d.

O item 1 nos diz que mdc(a, b) é um divisor comum de a e b. Já
o item 2 diz que d é o maior divisor comum de a e b.

Definição 1.3.

Quando mdc(a, b) = 1, diz-se que a e b são relativamente primos
ou primos entre si.



Máximo Divisor Comum

Exemplo.

Como podemos verificar, mdc(3, 6) = 3, mdc(−5,−30) = 5,
mdc(6, 0) = 6, mdc(13, 20) = 1 e mdc(4,−2) = 2.



Máximo Divisor Comum (MDC)

Teorema 1.5.

Se a|bc e mdc(a, b) = 1, então a|c.

Exemplo.

Como 4|24, 24 = 3 · 8 e mdc(4, 3) = 1, segue que 4|8.
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Números Primos

Definição 1.6.

Um número p ∈ Z\{1,−1, 0} diz-se primo se a|p implicar a = ±1
ou a = ±p. Um número d ∈ Z\{1,−1, 0} diz-se composto quando
não é primo.

Note que os números −1, 0, 1 não são primos e nem são com-
postos. Da definição, decorre que se d é um número composto,
então existem inteiros r e s, com 1 < r ≤ s < d, tais que d = rs.

Como p é primo se, e somente se, −p é primo, na maioria
dos resultados que faremos, consideraremos p > 1. Além disso,
definiremos agora os seguintes conjuntos, que serão utilizados no
decorrer do livro para simplificar os enunciados:

P = {p ∈ N : p é primo}, P∗ = {p ∈ N : p é primo ı́mpar} e
In = {k ∈ N : 1 ≤ k ≤ n}.



Números Primos

Teorema 1.12.

Se p|ab e p é primo, então p|a ou p|b.



Números Primos

Teorema 1.13. (Fundamental da Aritmética − TFA)

Todo a ∈ Z\{−1, 0, 1} pode ser escrito da forma

a = up1p2 · · · pk, com p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pk,

onde u = ±1 e pi é primo, para todo i ∈ Ik. Além disso, essa
forma é única.

Corolário 1.6. (TFA, caso geral)

Todo a ∈ Z\{−1, 0, 1} pode ser escrito de modo único na forma

a = upr11 pr22 · · · prnn , com p1 < p2 < · · · < pn,

onde u = ±1 e pi é primo para todo i ∈ In.



Números Primos

Exemplo.

Decomponha os números 60, 124 e 500 como produtos de fatores
primos.
Solução:

i) 60 = 6 · 10 = 2 · 3 · 2 · 5 = 22 · 3 · 5;
ii) 124 = 2 · 62 = 2 · 2 · 31 = 22 · 31;
iii) 500 = 5 · 100 = 5 · 4 · 25 = 22 · 53;
iv) 666 = 2 · 3 · 111 = 2 · 3 · 3 · 37 = 2 · 32 · 37.
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Congruências

Definição 2.1.

Sejam a, b ∈ Z e n ∈ N. Dizemos que a é congruente (ou côngruo)
a b módulo n e escrevemos

a ≡ b (mod n)

se, e somente se, n é um múltiplo de a−b, ou seja, se existe k ∈ Z
tal que a− b = kn. Se, porém, n não é múltiplo de a− b, então
dizemos que a é incongruente a b módulo n, e denotamos por

a ̸≡ b (mod n).



Congruências

Percebamos que, ao considerar n ∈ N, dizer que a ≡ b (mod n),
para a, b ∈ Z, equivale a dizer que n|(a − b). Se n = 1, então a
congruência a ≡ b (mod 1) é trivialmente verdadeira, pois todo
número inteiro é múltiplo de 1 (basta tomar k = a − b na de-
finição). Se n = 0, então a congruência a ≡ b (mod 0) equi-
vale à igualdade a = b, obviamente. Se, por acaso, n < 0, na
congruência a ≡ b (mod n), podemos avaliar o caso equivalente
a ≡ b (mod − n). Por definição, o caso n ≤ 0 é desconsiderado.
Além disso, não consideraremos também o caso em que n = 1
nos enunciados e demonstrações dos teoremas que se sucederão.



Congruências

Exemplo.

12 ≡ 2 (mod 5), pois 12− 2 = 10 e 5|10. Também é verdade que
13 ≡ −2 (mod 5), pois 5|[13 − (−2)]. Porém, 42 ̸≡ 13 (mod 2),
pois 42 − 13 = 29 e 2 ∤ 29, e, como 9 ∤ 11 e 11 = 13 − 2,
13 ̸≡ 2 (mod 9).
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Congruências Modulares

Proposição 2.1. (Relação de equivalência)

Sejam a, b, c ∈ Z e n ∈ N. A congruência é uma relação reflexiva,
simétrica e transitiva , isto é, as seguintes sentenças são verda-
deiras:

1 a ≡ a (mod n);

2 se a ≡ b (mod n), então b ≡ a (mod n);

3 se a ≡ b (mod n) e b ≡ c (mod n), então a ≡ c (mod n).

Exemplo.

Como 8 ≡ −2 (mod 5) e −2 ≡ 3 (mod 5), por transitividade,
8 ≡ 3 (mod 5).



Congruências Modulares

Teorema 2.1. (Operações com ≡)

Se a, b, c, d ∈ Z e n ∈ N são tais que a ≡ b (mod n) e
c ≡ d (mod n), então

1 a+ c ≡ b+ d (mod n), em particular, a+ k ≡ b+ k (mod n);

2 a− c ≡ b− d (mod n), em particular, a− k ≡ b− k (mod n);

3 ac ≡ bd (mod n), em particular, ak ≡ bk (mod n).



Congruências Modulares

Exemplo.

Mostrar que 2462015 ≡ 1 (mod 7).
Solução: Note que 246 = 6 ·41. Como 6 ≡ −1 (mod 7), podemos
elevar esta congruência a 2015, donde

62015 ≡ (−1)2015 ≡ −1 (mod 7).

Analogamente, 41 ≡ −1 (mod 7). Então, elevando esta con-
gruência a 2015, obtemos 412015 ≡ (−1)2015 ≡ −1 (mod 7). Mul-
tiplicando as duas congruências obtidas membro a membro, fica-
mos com

62015 · 412015 ≡ (−1) · (−1) (mod 7).

Como 62015 · 412015 = (6 · 41)2015 = 2462015, segue que

2462015 ≡ 1 (mod 7).



Congruências Modulares

Observação

Um cuidado deve ser tomado. Apesar da rećıproca ser verdadeira
pelo item 3 da proposição 2.1, a implicação

ac ≡ bc (mod n) ⇒ a ≡ b (mod n)

não é válida. Por exemplo, 6 ≡ 2 (mod 4), isto é,
2 · 3 ≡ 2 · 1 (mod 4), porém não é verdade que 3 ≡ 1 (mod 4).
Para tratar disto, temos a



Congruências Modulares

Proposição 2.2. (Cancelamento do termo comum)

Se a, b, c ∈ Z e n ∈ N são tais que ac ≡ bc (mod n), então
a ≡ b (mod n

d ), onde d = mdc(c, n).

Exemplo.

Mostrar que, para a, b, c ∈ Z e n ∈ N, se ac ≡ bc (mod n) e se c
e n são primos entre si, então

a ≡ b (mod n).

Solução: Como n e c são primos entre si, deve ser mdc(c, n) = 1
e o resultado é imediato.



Congruências Modulares

Exemplo.

Todo inteiro é côngruo, módulo n, a seu resto na divisão por n.



Congruências Modulares

Definição 2.2. (Reśıduo)

Sejam a ∈ Z e n ∈ N. Um inteiro b tal que a ≡ b (mod n) é dito
reśıduo de a módulo n.

Definição 2.3. (Sistema Completo de Reśıduos - SCR)

Dizemos que o conjunto S = {r1, r2, r3, ..., rn} é um Sistema
Completo de Reśıduos (SCR) módulo n se são satisfeitas as condi-
ções:

1 ri ̸≡ rj (mod n) sempre que i ̸= j, i, j ∈ In;

2 para todo inteiro a, existe i ∈ In tal que a ≡ ri (mod n).



Congruências Modulares

Exemplo.

Mostrar que o conjunto S = {0, 1, 2} é um Sistema Completo de
Restos módulo 3.
Solução: É claro que quaisquer dois elementos de S são incongru-
entes módulo 3. Devemos, portanto, mostrar que todo e qualquer
número é congruente módulo 3 a um destes elementos. De fato,
pelo Algoritmo da Divisão, segue-se que, para algum k ∈ Z, n é
de uma das seguintes formas:

i) n = 3k;

ii) n = 3k + 1;

iii) n = 3k + 2.

Em cada um dos casos, n será congruente a 0, 1 ou 2, respecti-
vamente, como queŕıamos mostrar.



Congruências Modulares

Lema 2.1. (SCR trivial)

Seja n ∈ N. O conjunto S = {0, 1, 2, 3, ..., n − 1} é um Sistema
Completo de Restos módulo n.
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Congruências Lineares

Definição 2.4. (Congruência Linear)

Sejam a, b, x ∈ Z e n ∈ N. Chamamos de congruência linear toda
congruência da forma

ax ≡ b (mod n).

O conjunto dos x para os quais esta congruência é verdadeira é
chamado de conjunto solução da congruência linear.

Exemplo.

6x ≡ 2 (mod 3) é um exemplo de congruência linear. O conjunto
solução desta congruência é vazio, pois mdc(6, 3) = 3 e 3 ∤ 2, isto
é, 6x ≡ 2 (mod 3) não tem solução.



Congruências Lineares

Exemplo.

A congruência linear 8x ≡ 4 (mod 6) tem solução, pois
mdc(8, 6) = 2 e 2|4. Uma das soluções é 2, visto que 6|(8 · 2− 4).
Além desta, 8, 14, -4, ou qualquer número da forma 2+6k, k ∈ Z
também é solução da congruência, pois

8 · 2 ≡ 4 (mod 6) (1)

e
8 · 6k ≡ 0 (mod 6). (2)

Somando (1) com (2), obtemos

8 · 2 + 8 · 6k ≡ 4 + 0 (mod 6),

ou seja,



Congruências Lineares

Exemplo. (continuação)

8 · (2 + 6k) ≡ 4 (mod 6).

Note, por fim, que 5 também é solução da congruência 8x ≡
4 (mod 6), porém, 5 não é da forma 2+ 6k, que só gera números
pares. Portanto, o conjunto

S′ = {2 + 6k : k ∈ Z}

não contém todas as soluções desta congruência.



Congruências Lineares

Definição 2.5. (Soluções distintas)

Duas soluções x1 e x2 da congruência linear

ax ≡ b (mod n)

são ditas distintas módulo n se

x1 ̸≡ x2 (mod n).



Congruências Lineares

Exemplo.

Assim, na congruência 8x ≡ 4 (mod 6), 2 e 5 são duas soluções
incongruentes módulo 6, pois 2 ̸≡ 5 (mod 6), e, portanto, são
soluções distintas módulo 6. Porém, as soluções do conjunto S′

são todas congruentes módulo 6, pois 2+ 6k1 ≡ 2+ 6k2 (mod 6),
∀ k1, k2 ∈ Z.



Congruências Lineares

Teorema 2.4. (Quantidade de soluções incongruentes)

Sejam a, b ∈ Z, n ∈ N e d = mdc(a, n). Se d|b, então a con-
gruência linear

ax ≡ b (mod n)

possui exatamente d soluções incongruentes módulo n.

Corolário 2.2. (Caso d = 1)

Se mdc(a, n) = 1, a congruência linear ax ≡ b (mod n) tem uma
única solução módulo n.



Congruências Lineares

Exemplo.

Resolver a congruência linear 12x ≡ 6 (mod 9) e encontrar
soluções distintas módulo 9.
Solução: Como mdc(12, 9) = 3, a congruência tem exatamente 3
soluções distintas módulo 9. Uma destas soluções é x0 = 2, pois
12 · 2− 6 = 18 = 2 · 9. Como

9

mdc(12, 9)
=

9

3
= 3,

obtemos o conjunto de soluções

S = {2 + 3k : k ∈ Z}.

Três soluções distintas módulo 9 são, por exemplo, 2, 5 e 8.



Congruências Lineares

Exemplo.

Resolver a congruência linear 3x ≡ 15 (mod 2).
Solução: Primeiramente, note que resolver esta congruência é
equivalente a resolver a congruência 3x ≡ 1 (mod 2), pois
15 ≡ 1 (mod 2). Como 3 e 2 são primos entre si, a congruência
tem solução única módulo 2. Uma solução particular é x0 = 1.
Assim, o conjunto solução desta congruência é

S = {1 + 2k : k ∈ Z}.



Congruências Lineares

Lema 2.3.

Seja ri ∈ Z, para cada i ∈ In. Se S = {r1, r2, r3, ..., rn} é um
SCR módulo n, então Sa = {a · r1, a · r2, a · r3, ..., a · rn} também
é, desde que mdc(a, n) = 1.

Demonstração. Como Sa tem n elementos, precisamos apenas
mostrar que estes são incongruentes dois a dois. Então, para cada
i, j ∈ In, consideremos a congruência ari ≡ arj (mod n). Como
mdc(a, n) = 1, podemos cancelar o termo a e obter

ri ≡ rj (mod n).

Mas isso só acontece se i = j, pois ri, rj ∈ S, que é um SCR
módulo n. Ou seja, os elementos de Sa são dois a dois incongru-
entes módulo n. Portanto, Sa é um SCR módulo n.



Congruências Lineares

Teorema 2.4. (Pequeno Teorema de Fermat)

Se p ∈ P, a ∈ Z e p ∤ a, então

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Demonstração. Como p ∈ P e p ∤ a, segue-se quemdc(a, p) = 1.
Se considerarmos o SCR módulo n trivial

S = {0, 1, 2, 3, ..., p− 1}

, o Lema 2.3 nos garante que Sa = {0, a, 2a, 3a, ..., (p − 1)a}
também é um SCR módulo n. Dáı, cada elemento de S é con-
gruente a um único elemento de Sa (estão numa correspondência
biuńıvoca). É óbvio que 0 ≡ 0 (mod p). Portanto, ainda temos
uma correspondência biuńıvoca do conjunto S\{0} com o con-
junto Sa\{0}.



Congruências Lineares

Não sabemos quais são os pares de números congruentes gera-
dos por esta correspondência, mas podemos multiplicar as con-
gruências membro a membro. Fazendo isso, e reorganizando se
necessário, obtemos

a · 2a · 3a · ... · (p− 1)a ≡ 1 · 2 · 3 · ... · (p− 1) (mod p),

ou seja,

1 · 2 · 3 · ... · (p− 1) · ap−1 ≡ 1 · 2 · 3 · ... · (p− 1) (mod p).

Como p não divide nenhum número da lista 1, 2, 3, ..., p− 1, deve
ser primo com todos eles. Cancelando estes termos, ficamos com

ap−1 ≡ 1 (mod p)



Congruências Lineares

Exemplo.

Calcule o resto da divisão de 9788 + 8996 por 8633.
Solução: observe que 8633 = 97 · 89. Por Fermat,

8996 ≡ 1 (mod 97) (3)

e
9788 ≡ 1 (mod 89). (4)

Ora, 97 ≡ 0 (mod 97). Logo, 9788 ≡ 0 (mod 97). Somando isto
a (3), obtemos

8996 + 9788 ≡ 1 + 0 ≡ 1 (mod 97).

Analogamente, 8996 ≡ 0 (mod 89). Somando a (4), obtemos



Congruências Lineares

Exemplo. (continuação)

8996 + 9788 ≡ 1 + 0 ≡ 1 (mod 89).

Ou seja,

89|(8996 + 9788 − 1) e 97|(8996 + 9788 − 1).

Como mdc(89, 97) = 1, pelo Teorema 1.6, segue-se que

89 · 97|(8996 + 9788 − 1),

isto é,
9788 + 8996 ≡ 1 (mod 8633).

Portanto, 9788 + 8996 deixa resto 1 na divisão por 8633.



Sistema Reduzido de Reśıduos

Definição 2.7. (SRR)

Dizemos que um conjunto R = {r1, r2, r3, ..., rk}, onde ri ∈ Z,
∀ i ∈ Ik, é um Sistema Reduzido de Reśıduos (SRR) módulo n se
as seguintes condições são satisfeitas:

1 mdc(ri, n) = 1, ∀ i ∈ Ik;

2 ri ̸≡ rj (mod n), se i, j ∈ Ik e i ̸= j; e

3 para cada m ∈ N com mdc(m,n) = 1, ∃ i ∈ Ik tal que
m ≡ ri (mod n).



Sistema Reduzido de Reśıduos

Exemplo.

Como bem sabemos, o conjunto S = {0, 1, 2, 3, 4, 5} é um SCR
módulo 6. Dentre os elementos de S, os únicos não primos com
6 são os números: 0, pois mdc(0, 6) = 6; 2, pois mdc(2, 6) = 2;
3, pois mdc(3, 6) = 3; e 4, pois mdc(4, 6) = 2. “Retirando” estes
elementos de S, ficamos com o conjunto R = {1, 5}, que é um
sistema reduzido de reśıduos módulo 6 (verifique!).



Sistema Reduzido de Reśıduos

Lema 2.4.

Se R = {r1, r2, r3, ..., rφ(n)} é um SRR módulo n, então
Ra = {a · r1, a · r2, a · r3, ..., a · rφ(n)} também é um SRR módulo
n, desde que se tenha mdc(a, n) = 1.
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Suplementos à Lei de Reciprocidade Quadrática
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Congruências Quadráticas

Definição 3.1. (Reśıduo Quadrático)

Sejam a, n ∈ Z e primos entre si. Se x2 ≡ a (mod n) tiver
solução, dizemos que a é um reśıduo quadrático módulo n. Em
caso contrário, isto é, x2 ̸≡ a (mod n) para todo inteiro x, dizemos
que a não é um reśıduo quadrático módulo n, ou ainda, a é um
reśıduo não-quadrático.

Exemplo.

Na congruência x2 ≡ 2 (mod 7), tem-se que 2 é reśıduo quadrático
módulo 7, pois mdc(2, 7) = 1 e 7|(32 − 2), isto é, x = 3 é solução
da congruência.
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Teorema 3.1.

Se a congruência x2 ≡ a (mod p) tiver solução, ela tem exa-
tamente duas soluções incongruentes módulo p, onde p ∈ P∗,
mdc(p, a) = 1 e a ∈ Z.

Exemplo 3.3.

A congruência 3x2 ≡ 12(mod 13) possui ou não solução?
Solução: Notemos que a congruência tem solução pois, para
x = 2, tem-se que 3 ·22 ≡ 12 (mod 13). Além disso, pelo Teorema
3.1, −2 também é solução.
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Teorema 3.2. (Teorema de Lagrange)

Se mdc(cn, p) = 1, com p ∈ P, então a congruência

f(x) ≡ 0 (mod p)

tem, no máximo, n soluções incongruentes módulo p, onde

f(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + ...+ c2x
2 + c1x+ c0 e ci ∈ Z, i ∈ In.

Demonstração. Utilizemos o Prinćıpio de Indução Finita sobre
o grau do polinômio. Notemos que para n = 1 o resultado é
válido, pois temos a congruência c1x+ c0 ≡ 0 (mod p), ou ainda,

c1x ≡ −c0 (mod p),
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que possui uma única solução incongruente módulo p, pelo Co-
rolário 2.2 do Teorema 2.4. Suponhamos válido para n = k − 1,
isto é, se g(x) é um polinômio de grau k−1, então a congruência
g(x) ≡ 0 (mod p) tem, no máximo, k − 1 soluções incongruentes
módulo p. Mostremos que o resultado é válido para n = k. Para
tanto, suponhamos que não valha, isto é, que a congruência

ckx
k + ck−1x

k−1 + ...+ c2x
2 + c1x+ c0 ≡ 0 (mod p)

tenha (pelo menos) k + 1 soluções incongruentes módulo p. Di-
gamos que estas soluções sejam: x0, x1, x2, ..., xk. Fixando x0,
temos que

f(x)− f(x0) ≡ 0 (mod p)

tem k + 1 soluções distintas módulo p, pois f(x0) ≡ 0 (mod p).
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Mas,

f(x)− f(x0) = ckx
k + ...+ c1x+ c0 − (ckx

k
0 + ...+ c1x0 + c0)

= ck(x
k − xk0) + ck−1(x

k−1 − xk−1
0 ) + ...+ c1(x− x0).

Percebamos que (x − x0) é um fator comum de cada parcela
ci(x

i − xi0), com i ∈ Ik. Assim, para todo i ∈ Ik, tem-se

ci(x
i − xi0) = (x− x0) · pi−1(x),

onde pi−1(x) é um polinômio de grau i− 1. Seja

h(x) =

k−1∑
i=0

pi(x).
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Então h(x) é um polinômio de grau k − 1, com ck sendo o coefi-
ciente de xk−1. Dáı,

f(x)− f(x0) = (x− x0) · h(x) ≡ 0 (mod p),

e isto significa que p|(x− x0) · h(x). Como p|(x− x0) ⇔ x = x0,
segue que p|h(x) para todo xi, i ∈ Ik. Ou seja, a congruência

h(x) ≡ 0 (mod p)

possui k soluções incongruentes módulo p, contrariando a hipótese
de indução. Logo, o resultado é válido para n = k e, pelo PIF,
vale para todo polinômio satisfazendo as condições do teorema.
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Lema 3.1.

Seja p ∈ P∗. Se x, y ∈
{
1, 2, ..., p−1

2

}
, com x ̸= y, então

x2 ̸≡ y2 (mod p).
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Definição 3.2. (Função Maior Inteiro)

A função

f : R −→ Z
x 7−→ ⌊x⌋ = máx{m ∈ Z : m ≤ x}

é denominada função maior inteiro.
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Teorema 3.3.

Seja p ∈ P∗. Dentre os números 1, 2, 3, ..., p−1, temos exatamente
⌊p2⌋ reśıduos quadráticos módulo p.

Exemplo.

Do Teorema 3.3 decorre que 6 é a quantidade de reśıduos quadrá-
ticos que o primo ı́mpar 13 possui, assim como 15 é a quantidade
de reśıduos quadráticos módulo 31 e 18 é a quantidade de reśıduos
quadráticos módulo 37.
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3 Reśıduos Quadráticos
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Śımbolo de Legendre, Critério de Euler e Lema de Gauss

Definição 3.3. (Śımbolo de Legendre)

Sejam a ∈ Z e p ∈ P∗. O Śımbolo de Legendre de a módulo p,
denotado por (ap ) (lê-se: a legendre p), é definido como:

(
a

p

)
=


1, se p ∤ a e a é reśıduo quadrático módulo p;
0, se p|a;

− 1, se p ∤ a e a não é reśıduo quadrático módulo p.
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Exemplo.

Determine:

1

(
1

7

)
; 2

(
2

3

)
; 3

(
110

11

)
.

Solução: Note que resolver os problemas acima consiste em anali-
sar se p|a ou se p ∤ a e, neste caso, se a congruência x2 ≡ a (mod p)
tem solução. Deste modo,

1 x2 ≡ 1 (mod 7), 7 ∤ 1 e x = 1 é solução, então
(
1
7

)
= 1;

2 x2 ≡ 2 (mod 3), 3 ∤ 2, mas 2 não é reśıduo quadrático
módulo 3, uma vez que a congruência não tem solução, então(
2
3

)
= −1;

3 x2 ≡ 110 (mod 11), então
(
110
11

)
= 0, pois 11|110.
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Teorema 3.4. (Critério de Euler)

Se p ∈ P∗ e mdc(p, a) = 1, então(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Demonstração. Vamos considerar os casos em que a é ou não
reśıduo quadrático módulo p.
1º caso: a é reśıduo quadrático módulo p. Então a congruência

a ≡ x2 (mod p)

tem solução. Seja x0 uma solução. Então p ∤ x0, pois p|(a− x20)
e, se p|x0, teŕıamos p|x20, o que implica que p|a, contrariando a
hipótese.
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Assim, por Fermat,

xp−1
0 ≡ 1 (mod p),

ou seja,

(x20)
p−1
2 ≡ 1 (mod p). (5)

Por outro lado, como a ≡ x20 (mod p), segue que

a
p−1
2 ≡ (x20)

p−1
2 (mod p). (6)

Por transitividade em (6) e (5), temos que, se a é reśıduo quadrático
módulo p,

a
p−1
2 ≡ 1 ≡

(
a

p

)
(mod p).
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2º caso: a não é reśıduo quadrático módulo p.
Como p ∈ P∗ e mdc(p, a) = 1, por Fermat, temos que

(a
p−1
2 )2 = ap−1 ≡ 1 (mod p),

isto é,

p|[(a
p−1
2 )2 − 1] = (a

p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1).

Como p é primo, segue que p|(a
p−1
2 − 1) ou p|(a

p−1
2 + 1), o que

significa

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p) ou a

p−1
2 ≡ −1 (mod p). (7)
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Seja

X =

{
i2 : 1 ≤ i ≤ p− 1

2

}
.

Notemos que a ̸∈ X, pois todo elemento deX é reśıduo quadrático.

Mostremos que todo elemento de X satisfaz x
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Para isso, seja k ∈ X. Então k = i2 para algum i ∈ I p−1
2
. Como

|i| ≤ p−1
2 , tem-se p ∤ i, donde, por Fermat, ip−1 ≡ 1 (mod p), o

que equivale a (i2)
p−1
2 ≡ 1 (mod p), ou seja, k

p−1
2 ≡ 1 (mod p),

∀ k ∈ X.
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Pelo Teorema de Lagrange, o polinômio

f(x) = x
p−1
2 − 1 ≡ 0 (mod p)

tem, no máximo, p−1
2 ráızes. Mas X tem p−1

2 elementos que
satisfazem f(x) ≡ 0 (mod p). Portanto, vale a implicação

k satisfaz x
p−1
2 ≡ 1 (mod p) ⇒ k ∈ X. (8)

Como a ̸∈ X, por (8), segue que a não satisfaz x
p−1
2 . Assim, por

(7), segue que, se a não é reśıduo quadrático módulo p,

a
p−1
2 ≡ −1 ≡

(
a

p

)
(mod p).
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Exemplo.

Como 24 ≡ −1 (mod 17), segue que 28 ≡ 1 (mod 17). Assim,

pelo Critério de Euler,
(

2
17

)
≡ 2

17−1
2 ≡ 28 ≡ 1 (mod 17). E isso

só é verdadeiro se (
2

17

)
= 1.

Da definição do śımbolo de Legendre também chegamos a esse
resultado, pois 6 é solução da congruência x2 ≡ 2 (mod 17).
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Teorema 3.5.

O Śımbolo de Legendre é uma função completamente multiplica-
tiva, isto é, (

ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.
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Exemplo.

Como o śımbolo de Legendre é completamente multiplicativo,
temos que (

8

7

)
=

(
2

7

)(
4

7

)
= 1.

De fato, pois 3 é solução da congruência x2 ≡ 2 (mod 7) e 2 é
solução da congruência x2 ≡ 4 (mod 7).
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Teorema 3.6. (Lema de Gauss)

Sejam a ∈ Z, mdc(p, a) = 1 e p ∈ P∗. Consideremos os restos na
divisão por p dos números

a, 2a, 3a, ...,

(
p− 1

2

)
a.

Então, (
a

p

)
= (−1)r,

onde r é o número dos restos que são maiores do que p
2 .

Demonstração. Digamos que a1, a2, ..., as sejam os restos
menores que p

2 e b1, b2, ..., br sejam os maiores que p
2 .
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Pelo Exemplo 2.5, cada elemento da lista 1a, 2a, ..., p−1
2 a é con-

gruente a seu resto, isto é, a um ai ou um bj , com i ∈ Is e j ∈ Ir.
Não sabemos quais são os pares de números congruentes gera-
dos por esta correspondência, mas podemos multiplicar todas as
congruências membro a membro, obtendo

1a · 2a · 3a · ... · p− 1

2
a ≡ a1a2 · · · asb1b2 · · · br (mod p).

Reescrevendo a congruência e multiplicando por (−1)r, temos

(−1)r · a
p−1
2

(
p− 1

2

)
! ≡ (−1)ra1a2 · · · asb1b2 · · · br (mod p). (9)
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Nossa demonstração consistirá agora em concluir que

a1, a2, ..., as, p− b1, p− b2, ..., p− br (10)

são, a menos da ordem, os números 1, 2, ..., p−1
2 .

Uma vez que p
2 ≤ bj < p, multiplicando por −1 e somando p

a todos os membros da desigualdade, decorre que:

p− p < p− bj < p− p

2
=

p

2
,

isto é, 1 ≤ p−bj ≤ p−1
2 . Assim, basta mostrarmos que os números

da lista (10) são todos incongruentes módulo p.
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Para i ∈ Is e j ∈ Ir, suponhamos que ai ≡ bj (mod p). Então
p|(ai − bj), o que é absurdo, pois |ai − bj | ≤ p e ai ̸= bj . Logo,
ai ̸≡ bj (mod p). Além disso, ai ̸≡ p − bj (mod p), qualquer que
seja i ∈ Is e j ∈ Ir. A prova disso é que, se existissem i ∈ Is e
j ∈ Ir tais que ai ≡ p− bj (mod p), então, como p ≡ 0 (mod p),
teŕıamos ai ≡ −bj (mod p). Mas isto também é absurdo, pois ai e
bj são côngruos a um dos elementos do conjunto {1a, 2a, ..., p−1

2 a}
e mdc(a, p) = 1, o que nos fornece, após manipulações utili-
zando as propriedades de congruência, k ≡ −t (mod p) com
k, t ∈ {1, 2, ..., p−1

2 }. Portanto, os números da lista (10) são os

mesmos elementos da lista 1, 2, ..., p−1
2 .
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Logo, por reflexividade,

a1a2 · · · as(p−b1)(p−b2) · · · (p−br) ≡ 1·2·3·...·
(
p− 1

2

)
(mod p),

o que, eliminando as parcelas côngruas a 0 após o desenvolvi-
mento do produto do membro esquerdo, equivale a

(−1)ra1a2 · · · asb1b2 · · · br ≡
(
p− 1

2

)
! (mod p).

Por transitividade com a congruência (9),

(−1)ra
p−1
2

(
p− 1

2

)
! ≡

(
p− 1

2

)
! (mod p).
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Eliminando (p−1
2 )! em ambos os membros (por que podemos fazer

isso?), obtemos

(−1)ra
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Multiplicando ambos os membros por (−1)r, teremos

a
p−1
2 ≡ (−1)r (mod p).

Mas, pelo Critério de Euler,(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).
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Assim, (
a

p

)
≡ a

p−1
2 ≡ (−1)r (mod p),

cuja validade implica (
a

p

)
= (−1)r,

como queŕıamos demonstrar.
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Exemplo.

Tomemos a = 3 e p = 11 no Lema de Gauss. Calculando os
restos módulo 11 dos múltiplos de 3

1 · 3, 2 · 3, 3 · 3, 4 · 3 e 5 · 3,

temos:
1 · 3 ≡ 3 (mod 11); 4 · 3 ≡ 1 (mod 11);
2 · 3 ≡ 6 (mod 11); 5 · 3 ≡ 4 (mod 11).
3 · 3 ≡ 9 (mod 11);

Dentre estes restos, apenas 6 e 9 são maiores do que 11
2 , ou seja,

r = 2. Assim, pelo Lema de Gauss,(
3

11

)
= (−1)2 = 1.
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Śımbolo de Legendre, Critério de Euler e Lema de Gauss
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Suplementos à Lei de Reciprocidade Quadrática

Teorema 3.7. (1º Teorema Suplementar)

Se p ∈ P∗, então(
−1

p

)
=

{
1, se p ≡ 1 (mod 4);

− 1, se p ≡ −1 (mod 4).

Demonstração. Pelo Algoritmo da Divisão, na divisão por 4,
todos os inteiros são da forma 4k, 4k+1, 4k+2 ou 4k+3. Como
p é ı́mpar, as possibilidades se reduzem a 4k + 1 ou 4k + 3. É
fácil ver que p = 4k+1 equivale a p ≡ 1 (mod 4) e que p = 4k+3
equivale a p ≡ 3 ≡ −1 (mod 4). Vamos analisar o valor de

(−1)
p−1
2 em cada um destes casos.
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1º caso: p = 4k + 1.

Então p − 1 = 4k, isto é, p−1
2 = 2k é par. Dáı, (−1)

p−1
2 = 1.

Pelo Critério de Euler,(
−1

p

)
≡ (−1)

p−1
2 ≡ 1 (mod p),

ou seja, (
−1

p

)
= 1, se p ≡ 1 (mod 4).
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2º caso: p = 4k + 3.
Então p−1 = 4k+2 = 2(2k+1), isto é, p−1

2 = 2k+1 é ı́mpar.

Dáı, (−1)
p−1
2 = −1. Pelo Critério de Euler,(

−1

p

)
≡ (−1)

p−1
2 ≡ −1 (mod p),

ou seja, (
−1

p

)
= −1, se p ≡ −1 (mod 4).
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Exemplo.

O Teorema 3.7 nos fornece
(−1
13

)
= 1, pois 13 ≡ 1 (mod 4). De

fato, −1 é um reśıduo quadrático módulo 13, pois 5 é solução da
congruência x2 ≡ −1 (mod 13). E, pelo mesmo teorema,(−1

7

)
= −1, já que 7 ≡ 3 (mod 4). Com efeito, a congruência

x2 ≡ −1 (mod 7) não tem solução, pois, pelo Algoritmo da
Divisão, x é da forma 7k, 7k + 1, ..., 7k + 5 ou 7k + 6. Assim,
x2 + 1 é da forma

7r + 1, 7r + 2, 7r + 3 ou 7r + 5,

e, em nenhum destes casos, 7|(x2 + 1). Por isso, pela definição
do śımbolo de Legendre,

(−1
7

)
= −1.
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Proposição 3.1

Seja n um natural ı́mpar maior do que 2. Então vale a igualdade

1 + 2 + 3 + ...+
n− 1

2
=

n2 − 1

8
.

Demonstração. Exerćıcio.
Utilizaremos este resultado no próximo teorema.
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Teorema 3.8. (2º Teorema Suplementar)

Se p ∈ P∗, então(
2

p

)
=

{
1, se p ≡ ±1 (mod 8);

− 1, se p ≡ ±3 (mod 8).

Demonstração. Pelo Critério de Euler,
(
2
p

)
≡ 2

p−1
2 . Mostra-

remos que a validade da congruência

2
p−1
2 ≡ (−1)

p2−1
8 (mod p) (11)

será suficiente para, por transitividade, concluirmos o teorema.
Para isto, consideraremos todos os posśıveis restos de p na divisão
por 8.
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Mas antes, vamos demonstrar que a congruência (11) é verda-
deira.

Seja i ∈ {1, 2, 3, ..., p−1
2 }. Então, se i é par, segue que

i ≡ 2k ≡ 2k · (−1)2k ≡ i · (−1)i (mod p).

Se, porém, i é ı́mpar, segue que

p−i ≡ p−(2k+1) ≡ −(2k+1) ≡ (−1)2k+1·(2k+1) ≡ (−1)i·i (mod p).

Ou seja, para números pares, podemos afirmar congruências do
tipo

i ≡ i · (−1)i (mod p), (12)

e, para números ı́mpares, podemos formar congruências do tipo

p− i ≡ (−1)i · i (mod p). (13)
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Percebamos que, em ambos os tipos, (12) ou (13), os números
dos membros esquerdos das congruências são sempre números
pares. Mais ainda, estes números são 2, 4, 6, ..., p − 1. Assim,
multiplicando todas essas p−1

2 congruências membro a membro,
obtemos

2·4·6·...·(p−1) ≡ 1·2·...· p− 1

2
·(−1)1 ·(−1)2 ·...·(−1)

p−1
2 (mod p),

ou seja,

2 · 4 · 6 · ... · (p− 1) ≡
(
p− 1

2

)
!(−1)(1+2+...+ p−1

2
) (mod p).
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Mas

2 · 4 · 6 · ... · (p− 1)=2
p−1
2 (

p− 1

2
)!

e, pela Proposição 3.1,

1 + 2 + ...+
p− 1

2
=
p2 − 1

8
.

Assim,

2
p−1
2

(
p− 1

2

)
! ≡ (−1)

p2−1
8

(
p− 1

2

)
! (mod p).

Cancelando o fator (p−1
2 )! em ambos os membros, obtemos o

resultado.
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Agora, precisamos mostrar que

(−1)
p2−1

8 = 1, se p ≡ ±1 (mod 8)

e

(−1)
p2−1

8 = −1, se p ≡ ±3 (mod 8).

Como p é ı́mpar, pelo Algoritmo da Divisão, p é de uma das
seguintes formas: 8k+1, 8k+3, 8k+5 ou 8k+7. Vamos analisar
cada um destes quatro casos e, em cada um deles, utilizaremos a
igualdade

p2 − 1

8
=

(p− 1)(p+ 1)

8
. (14)
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1º caso: p = 8k + 1.
Então p− 1 = 8k + 1− 1 = 8k e p+ 1 = 8k + 1+ 1 = 8k + 2.

Substituindo em (14), obtemos

8k(8k + 2)

8
=

8 · 2k(4k + 1)

8
= 2(4k2 + k).

Assim, se p = 8k + 1, então p2−1
8 é par. Portanto,

(−1)
p2−1

8 = 1, se p ≡ 1 (mod 8).
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2º caso: p = 8k + 3.
Então p−1 = 8k+3−1 = 8k+2 e p+1 = 8k+3+1 = 8k+4.

Substituindo em (14), temos

(8k + 2)(8k + 4)

8
=

8 · (4k + 1)(2k + 1)

8
= (4k + 1)(2k + 1).

Assim, se p = 8k + 3, então p2−1
8 é ı́mpar. Portanto,

(−1)
p2−1

8 = −1, se p ≡ 3 (mod 8).
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3º caso: p = 8k + 5.
Então p−1 = 8k+5−1 = 8k+4 e p+1 = 8k+5+1 = 8k+6.

Substituindo em (14), segue que

(8k + 4)(8k + 6)

8
=

8 · (2k + 1)(4k + 3)

8
= (2k + 1)(4k + 3).

Assim, se p = 8k + 5, então p2−1
8 é ı́mpar. Dáı,

(−1)
p2−1

8 = −1, se p ≡ 5 ≡ −3 (mod 8).
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4º caso: p = 8k + 7.
Então p−1 = 8k+7−1 = 8k+6 e p+1 = 8k+7+1 = 8k+8.

Substituindo em (14), obtemos

(8k + 6)(8k + 8)

8
=

8 · 2(4k + 3)(k + 1)

8
= 2(4k + 3)(k + 1).

Assim, se p = 8k + 7, então p2−1
8 é par. Portanto,

(−1)
p2−1

8 = 1, se p ≡ 7 ≡ −1 (mod 8),

o que conclui o teorema.
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Exemplo.

Do Teorema 3.8, segue que
(
2
5

)
= −1 e

(
2
7

)
= 1, pois

5 ≡ −3 (mod 8) e 7 ≡ −1 (mod 8). Esse é o mesmo resultado ob-
tido através da definição do śımbolo. Com efeito, a congruência
x2 ≡ 2 (mod 5) não tem solução, pois o Algoritmo da Divisão
garante que x é da forma

5t, 5t+ 1, 5t+ 2, 5t+ 3 ou 5t+ 4.

Dáı, x2 − 2 é da forma

5m+ 2, 5m+ 3 ou 5m+ 4,

e nenhum destes números é múltiplo de 5, donde
(
2
5

)
= −1. Por

outro lado, 3 é solução da x2 ≡ 2 (mod 7) e, por isso,
(
2
7

)
= 1.
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Números Primos

2 Congruências
Congruências Modulares
Congruências Lineares
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Nesta seção apresentaremos um importante teorema que nos
ajudará a determinar a solução para o śımbolo de Legendre. Co-

nhecendo o valor para
(
p
q

)
, será que temos condições de deter-

minarmos
(
q
p

)
? A Lei mostrará em qual caso isso é posśıvel.

O próximo resultado é fundamental para a demonstração
da Lei. Para demonstrá-lo, utilizaremos alguns resultados, tais
como o Algoritmo da Divisão e o Lema de Gauss. Pedimos aos
espectadores, caso não recordem, que revejam estes teoremas.
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Teorema 3.9.

Sendo M =
⌊
a
p

⌋
+

⌊
2a
p

⌋
+

⌊
3a
p

⌋
+ ... +

⌊
p−1
2 · a

p

⌋
, a um inteiro

ı́mpar e p ∈ P∗, tal que mdc(p, a) = 1, temos(
a

p

)
= (−1)M .

Demonstração. Nossa demonstração consiste, inicialmente,
em determinar os restos módulo p de Ya = {a, 2a, ..., p−1

2 a}.
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Para isso, apliquemos o Algoritmo da Divisão para cada elemento
do conjunto Ya:

a = p

⌊
a

p

⌋
+ r1

2a = p

⌊
2a

p

⌋
+ r2

3a = p

⌊
3a

p

⌋
+ r3

...
p− 1

2
a = p

⌊
p− 1

2
· a
p

⌋
+ r p−1

2
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Perceba que cada r1, r2, ..., r p−1
2

são os ai e bj definidos na de-

monstração do Lema de Gauss (com a caracteŕıstica de serem
menores do que p

2 e maiores do que p
2 , respectivamente). Agora,

somando membro a membro cada uma das igualdades acima, ob-
temos

a

(
1 + ...+

p− 1

2

)
= p

(⌊
a

p

⌋
+ ...+

⌊
p− 1

2
· a
p

⌋)
+r1+...+r p−1

2
,

o que, pela proposição 3.1, equivale a

p2 − 1

8
· a = p

(⌊
a

p

⌋
+ ...+

⌊
p− 1

2
· a
p

⌋)
+ r1 + ...+ r p−1

2
.
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Agora, seja I = a1 + a2 + ...+ as e S = b1 + b2 + ...+ br, então

p2 − 1

8
· a = pM + I + S. (3.3.11)

Mas, como verificamos na demonstração do Lema de Gauss, os
números a1, a2, ..., as, p− b1, p− b2, p− b3, ..., p− br são, a menos
da ordem, os números 1, 2, 3, ..., p−1

2 . Portanto,

1 + 2 + ...+
p− 1

2
= a1 + a2 + ...+ as + rp− (b1 + b2 + ...+ br).

Dáı,
p2 − 1

8
= I + rp− S. (3.3.12)

Logo, subtraindo 3.3.12 de 3.3.11, temos que

p2 − 1

8
(a− 1) = p(M − r) + 2S.
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Como a é ı́mpar por hipótese, segue que (p2−1)
8 · (a − 1) é par,

ou seja, p(M − r) + 2S é par. Como 2S é par, segue que M − r
também é par. Portanto M e r possuem a mesma paridade (são
ambos pares ou ambos ı́mpares) e, pelo Lema de Gauss, sabemos

que
(
a
p

)
= (−1)r. Logo,(

a

p

)
= (−1)M .
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Teorema 3.10 (LRQ)

Sejam p, q ∈ P∗ distintos, então(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .
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Observação

Como vimos na demonstração do Teorema 3.7, p−1
2 é par se, e

somente se, p ≡ 1 (mod 4). Desta forma, p−1
2 · q−1

2 é ı́mpar se, e
só se, p ≡ q ≡ 3 (mod 4). Assim, a depender do resto de p e q na

divisão por 4, (−1)
p−1
2

q−1
2 = 1 ou − 1. Ou seja, se pelo menos

um, entre p e q, tiver resto 1 na divisão po 4, a Lei nos diz que(
q

p

)
=

(
p

q

)
.
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Observação (continuação)

Se, porém, ambos p e q deixam resto 3 na divisão por 4, a Lei
nos diz que (

q

p

)
= −

(
p

q

)
.

Portanto, podemos optar por calcular o mais simples entre os
dois śımbolos e, dessa forma, julgar se, no primeiro caso, ambos
são ou não reśıduos quadráticos e, no segundo caso, se um deles
é e outro não.
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Exemplo.

Verifique se 6481 é reśıduo quadrático módulo 6661, onde
6481, 6661 ∈ P∗.
Solução: Notemos que isto equivale a calcular (64816661). Como
tanto 6481 quanto 6661 são primos ı́mpares, pela Lei de
Reciprocidade Quadrática,(

6481

6661

)(
6661

6481

)
= (−1)

6661−1
2

· 6481−1
2 = 1,

ou seja, ou 6661 e 6481 são reśıduos quadráticos ou ambos não
são. Dessa forma, precisamos verificar apenas um deles.
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Exemplo. (continuação)

Primeiramente, note que

6661 ≡ 180 (mod 6481),

ou seja, (
6661

6481

)
=

(
180

6481

)
.

Mas 180 = 22 · 32 · 5, isto é,(
180

6481

)
=

(
22 · 32 · 5
6481

)
=

(
22

6481

)(
32

6481

)(
5

6481

)
.
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Exemplo. (continuação)

Deste modo,(
180

6481

)
=

(
22

6481

)(
32

6481

)(
5

6481

)
= 1·1·

(
5

6481

)
=

(
5

6481

)
.

Como 5 ≡ 1 (mod 4), aplicando a Lei novamente, temos que(
5

6481

)
=

(
6481

5

)
.
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Exemplo. (continuação)

Finalmente, pelo fato de 6481 ≡ 1 (mod 5), segue que(
6481

5

)
=

(
1

5

)
= 1.

Portanto, 6481 é reśıduo quadrático módulo 6661.
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Śımbolo de Jacobi

Como vimos, o Śımbolo de Legendre de a módulo n está definido
quando n é, necessariamente, um número primo ı́mpar. Podemos
generalizar definindo o Śımbolo de Jacobi que exige, tão somente,
que n seja ı́mpar e mdc(a, n) = 1 para estar bem definido.

Definição 3.4. (Śımbolo de Jaconi)

Sejam a ∈ Z e pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t a decomposição em fatores primos

de um inteiro positivo e ı́mpar n, com mdc(a, n) = 1. O śımbolo
de Jacobi, denotado por

[
a
n

]
(lê-se: a jacobi n), é definido por[a

n

]
=

[
a

pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t

]
=

(
a

p1

)α1
(

a

p2

)α2

· · ·
(
a

pt

)αt

.
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Observação

É importante ressaltar que, embora o śımbolo de Jacobi seja
uma extensão do śımbolo de Legendre, ao contrário deste, pode
ocorrer que a não seja reśıduo quadrático módulo n mesmo que[
a
n

]
= 1. Convidamos o leitor a exemplificar esta afirmação.
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Teorema 3.12. (LRQ versão Jacobi)

Se n,m ∈ Z+, ı́mpares, são tais que mdc(m,n) = 1, então[ n
m

] [m
n

]
= (−1)

m−1
2

n−1
2 .

Demonstração. Sejam pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t e qβ1

1 qβ2
2 · · · qβs

s as decom-
posições em fatores primos de n e m, respectivamente. Da de-
finição do śımbolo de Jacobi e pelo teorema 3.5, temos:

[ n
m

]
=

s∏
j=1

(
n

qj

)βj

=

t∏
i=1

s∏
j=1

(
pi
qj

)βjαi

,

e, analogamente,
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[m
n

]
=

t∏
i=1

(
m

pi

)αi

=

s∏
j=1

t∏
i=1

(
qj
pi

)αiβj

.

Multiplicando estas igualdades e agrupando os produtórios, ob-
temos [ n

m

] [m
n

]
=

t∏
i=1

s∏
j=1

{(
pi
qj

)(
qj
pi

)}αiβj

.

Pela Lei de Reciprocidade Quadrática, tem-se(
pi
qj

)(
qj
pi

)
= (−1)

pi−1

2

qj−1

2 . (15)

Assim,
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[ n
m

] [m
n

]
=

t∏
i=1

s∏
j=1

{(
pi
qj

)(
qj
pi

)}αiβj

=

t∏
i=1

s∏
j=1

(−1)αi(
pi−1

2
)βj(

qj−1

2
)

=

t∏
i=1

[(−1)αi(
pi−1

2
)β1(

q1−1
2

) · ... · (−1)αi(
pi−1

2
)βs(

qs−1
2

)]

=

t∏
i=1

[(−1)
∑s

j=1 αi(
pi−1

2
)βj(

qj−1

2
)]

= [(−1)
∑

α1(
p1−1

2
)βj(

qj−1

2
)] · ... · [(−1)

∑
αt(

pt−1
2

)βj(
qj−1

2
)]

= (−1)
∑t

i=1

∑s
j=1 αi(

pi−1

2
)βj(

qj−1

2
).
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AFIRMAÇÃO:

t∑
i=1

s∑
J=1

αi(
pi − 1

2
)βJ(

qj − 1

2
) e

n− 1

2
· m− 1

2

têm a mesma paridade. Perceba que essa afirmação conclui a
demonstração.

Dividiremos a demonstração da afirmação em duas partes.
Mostraremos primeiramente que

t∑
i=1

αi(
pi − 1

2
) ≡ n− 1

2
(mod 2).
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Demonstração da AFIRMAÇÃO:
Notemos que

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t =

= (1 + (p1 − 1))α1(1 + (p2 − 1))α2 · · · (1 + (pt − 1))αt

e, claro, que pi − 1 é par, ou seja, pi − 1 = 2k.
Dois fatos serão necessários à conclusão de nossa demonstração.
O primeiro é que [1 + (pi − 1)]αi ≡ 1 + αi(pi − 1) (mod 4). Para
este, temos dois casos a considerar.
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1º caso: αi é par, i.e., αi = 2v.
Então [1 + (pi − 1)]αi = (1 + 2k)2v é da forma 1 + 4g,

e 1 + αi(pi − 1) = 1 + 2v · 2k é da forma 1 + 4h, donde

[1 + (pi − 1)]αi ≡ 1 + αi(pi − 1) (mod 4).

2º caso: αi é ı́mpar, i.e., αi = 2v + 1.
Então [1 + (pi − 1)]αi = (1 + 2k)2v+1 = (1 + 2k)2v · (1 + 2k)

é da forma 1 + 4g + 2k, e 1 + αi(pi − 1) = 1 + (2v + 1) · 2k é da
forma 1 + 2k + 4h, donde

[1 + (pi − 1)]αi ≡ 1 + αi(pi − 1) (mod 4).
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O segundo fato é que

(1+αi(pi−1))(1+αj(pj−1)) ≡ 1+αi(pi−1)+αj(pj−1) (mod 4).

Este fato é de verificação imediata, pois basta notar que, sendo
(pi−1) e (pj −1) pares, (pi−1)(pj −1) é da forma 4h. Em geral,
vale que

(1+α1(p1−1)) · · · (1+αt(pt−1)) ≡ 1+α1(p1−1)+...+αt(pt−1) (mod 4).
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Ou seja,

n ≡ 1 + α1(p1 − 1) + ...+ αt(pt − 1) (mod 4).

Dáı,

n− 1

2
≡ α1(p1 − 1)

2
+

α2(p2 − 1)

2
+ ...+

αt(pt − 1)

2
(mod 2),

isto é,
t∑

i=1

αi(
pi − 1

2
) ≡ n− 1

2
(mod 2).



Analogamente mostra-se que

s∑
j=1

βj(
qj − 1

2
) ≡ m− 1

2
(mod 2).

Portanto,

t∑
i=1

s∑
J=1

αi(
pi − 1

2
)βJ(

qj − 1

2
) ≡ n− 1

2
· m− 1

2
(mod 2),

ou melhor,

t∑
i=1

s∑
J=1

αi(
pi − 1

2
)βJ(

qj − 1

2
) e

n− 1

2
· m− 1

2

têm a mesma paridade, como queŕıamos demonstrar.
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Exemplo.

Quanto vale
[
25725
17303

]
? E

[
17303
25725

]
?

Solução: Pelo Teorema 3.12,[
25725

17303

] [
17303

25725

]
= (−1)

25725−1
2

17303−1
2 = 1.
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Exemplo. (continuação)

Como 25725 = 72 · 7 · 52 · 3 e 17303 = 112 · 11 · 13, segue que[
17303

25725

]
=

(
17303

7

)2(17303

7

)(
17303

5

)2(17303

3

)
=

=

(
112

7

)(
11

7

)(
13

7

)(
112

3

)(
11

3

)(
13

3

)
=

=

(
11

7

)(
13

7

)(
11

3

)(
13

3

)
.
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Exemplo. (continuação)

Como 11 ≡ −3 (mod 7), 13 ≡ −1 (mod 7), 11 ≡ −1 (mod 3) e,
ainda, 13 ≡ 1 (mod 3), tem-se[

17303

25725

]
=

(
11

7

)(
13

7

)(
11

3

)(
13

3

)
=

=

(
−3

7

)(
−1

7

)(
−1

3

)(
1

3

)
=

(
−1

7

)2(3

7

)(
−1

3

)
=

=

(
3

7

)(
−1

3

)
.
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Exemplo. (continuação)

Do fato de 3 ≡ −1 (mod 4), segue que
(−1

3

)
= −1. Além disso,

pelo Critério de Euler,(
3

7

)
≡ 3

7−1
2 ≡ 33 ≡ 27 ≡ −1 (mod 7),

isto é,
(
3
7

)
= −1. Portanto,[

25725

17303

]
=

[
17303

25725

]
=

(
3

7

)(
−1

3

)
= (−1) · (−1) = 1.
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Śımbolo de Jacobi

5 Referências



Referências



Referências



OBRIGADO!


	Divisibilidade
	Algoritmo da Divisão
	Máximo Divisor Comum (MDC)
	Números Primos

	Congruências
	Congruências Modulares
	Congruências Lineares

	Resíduos Quadráticos
	Congruências Quadráticas
	Símbolo de Legendre, Critério de Euler e Lema de Gauss
	Suplementos à Lei de Reciprocidade Quadrática

	Lei de Reciprocidade Quadrática
	Símbolo de Jacobi

	Referências

