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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade introduzir o aluno a légica matematica, essencial na vida
académica de qualquer matematico. A estruturacao légica do pensamento, norteada por
regras de inferéncia puramente légico-formais, permeiam toda e qualquer demonstracao
matematica. Dentre outras coisas, o minicurso se propoe a evidenciar a légica por tras
das demonstragoes matematicas de todos os tipos, sempre buscando fazeé-lo compreender
que toda demonstracao matematica deve ter o minimo de formalismo. Mesmo as demons-
tragoes em linguagem informal deve conter, talvez intuitivamente, o que a caracterizard
como demonstragao formal. Conceitos l6gicos que surgem constantemente nas disciplinas
matematicas serao evidenciados. Perguntas essenciais que muitos alunos ou tém duvida,
ou nunca se questionaram sobre, serao trazidas a toda e esclarecidas com o devido rigor
logico matematico. Por que, quando supomos alguma hipétese numa demonstracao, toda
afirmagao posterior a esta deverd levar em consideracao a sua validade hipotética? Como
descartar corretamente uma hipétese? Como funciona um teorema? Como funciona uma
demonstracao por absurdo? Por que meu professor esta tao preocupado em me perguntar
“o que garante essa passagem”? KEssas e muitas outras perguntas serao cuidadosamente
esclarecidas no minicurso. Nao obstante, nosso enfoque principal é trabalhar a estru-
turacdo do pensamento (ou raciocinio), numa demonstra¢ao. Como ferramenta de auxilio
deste trabalho, utilizaremos o método da deduc¢ao natural, que possibilita demonstragoes
com um formalismo impecavel, contando com a devida justificacao formal de cada passo
realizado nas demonstragoes. Aplicaremos o método a Teoria dos Conjuntos, a Algebra
Linear e & Geometria Euclidiana (Plana e Espacial).

Palavras-chave: 16gica matematica, calculo de predicados, CQC, dedugao natural, sis-
temas formais, teoria dos conjuntos.
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Capitulo 1
INTRODUCAO E PRELIMINARES

As mais variadas areas do conhecimento utilizam estratégias de argumentacgao, pro-
cessos de inferéncia, formulacao de hipdteses de estudo, etc. sejam para desenvolver um
raciocinio ou uma pesquisa, ou simplesmente para apresentar a outras pessoas (leitores ou
ouvintes) variados conceitos. A prépria fala cotidiana engloba argumentagoes, inferéncias
e conclusoes. Todos estes (e outros mais) sao “entes” dos quais o estudo da logica se
ocupa.

Na atuacao cotidiana é facil perceber a nao necessidade de saber a fundo o que esta
por tras do que se esta falando (metalinguagem). Muitas vezes um conhecimento razoavel
sobre, por exemplo, falacias, permitem elevar o individuo da relagao imediata do cotidiano
e possibilitar, por exemplo, a percep¢ao de uma argumentacao falaciosa num discurso
politico ou telejornal. Na pratica cientifica a necessidade de um conhecimento légico mais
aprofundado é evidente, pois o conhecimento de como as ferramentas légicas das quais esta
ciéncia se ocupa facilita a compreensao dos mais variados textos, com as mais variadas
formas de argumentacao e exposicao de conteudo, que o estudante possa se deparar em

sua carreira académica.

1.1 A Logica: Definicao

Podemos falar sobre l6gica num sentido amplo, sem apontar do que estamos neces-
sariamente falando, ou podemos falar de légicas, que se diferenciam por diversas peculi-
aridades, como trataremos mais adiante. Mas o que é, entao, a logica? Podemos notar
que, a priori, ¢ uma ciéncia que nao se enquadra em categorias como ciéncias humanas ou
exatas, dada a abrangéncia de seu campo de estudo. Podemos tentar definir esta ciéncia,
porém, certamente encontraremos muitas dificuldades em resumi-la em uma defini¢ao
concisa e satisfatéria. Imagine s6 definir a fisica, ou a matematica. Certamente é uma
tarefa dificil. Geralmente os autores optam por desviar desse encargo, deixando o leitor
tirar suas conclusoes ao fim do curso, texto, etc., se limitando a dizer apenas do que esta

ciéncia se ocupa.
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No entanto, alguns autores tentam definir, mesmo que insatisfatoriamente, a légica.
Como exemplo, temos: “LOGICA é a ciéncia que estuda principios e métodos de in-
feréncia, tendo o objetivo principal de determinar em que condigoes certas coisas se se-
guem (sao consequéncias), ou nao, de outras” ([MORTARI], p. 2, grifo nosso). O leitor
percebera facilmente que essa definicao é demasiadamente vaga para o que se propoe:
definir. A final, que “coisas” sao essas? O que € inferéncia? O que é consequéncia? O que
quer dizer “se seguir de algo”? Alguns autores consideram a légica um ente tao abstrato

quanto o ponto, a reta, ou outros entes geométricos indefiniveis (ou aceitos sem definigao).

1.2 O Surgimento da Légica

Ja que dificilmente conseguiremos defini-la, serd que podemos responder quando ela
surgiu? Caimos, aqui, em outra problematica. Sabemos dizer quando surgiu a ma-
tematica? Nao podemos responder precisamente sem antes saber do que estamos falando.
Ou seja, a pergunta, “o que é a matematica?” ¢ anterior. Hoje ainda se discute se
a matematica “surgiu” em algum momento, ou se ela sempre existiu e apenas foi des-
coberta/percebida por humanos recentemente. A mesma coisa acontece com a ldgica.
Dependendo do que se quer dizer com “logica”, percebemos que ha discussao ainda pre-
sente nos dias de hoje sobre se a logica de fato “surgiu”, ou é algo natural, algo como
uma transcricao da realidade independente da existéncia humana.

Podemos, no entanto, especificar nossa pergunta. Reformuld-la como, para a ma-
tematica, “quando o calculo foi descoberto?” ou “quando os primeiros estudos sobre
diferenciagao surgiram?”. Sabe-se que um desenvolvimento grandioso da légica (o ponta
pé inicial para a légica como a conhecemos hoje) se deu a partir de estudos aristotélicos
que se seguiram de eventos envolvendo alguns nomes como Parmeénides, Zenao, Socrates,
Platao e os sofistas. Porém, pesquisas historico-geograficas apontam textos indianos ante-
riores sobre o assunto. Nao obstante, é tradicionalmente concedido a Aristoteles o titulo
de “pai da légica” .1

Aristételes estudou as formas dos argumentos e, pela primeira vez, formalizou o ra-
ciocinio. Sua légica tinha por objetivo a busca da verdade. Para ele, a partir de forma-
lizagoes do raciocinio poder-se-ia fazer ciéncia, com verdades absolutas e inquestionaveis.
Os principios fundamentais da logica aristotélica que formam a base da logica classica sao:
identidade, lei da nao-contradicao e lei do terceiro-excluido.? Estes sao os principios que
fundamentam a légica formal a qual estudaremos, e que, como o nome diz, diz respeito a
forma. Aristételes realizou, ainda, estudos sobre os modalizadores (possivel, necessario,

contingente, etc.) que foram o germe da légica modal hoje estudada. Nao nos interessa

!Parménides de Eleia (530—460 a.C.), Zendo de Eleia (490—430 a.C.), que era discipulo de Parménides,
Sécrates (469—399 a.C.) e Platao (427—347 a.C.), que era discipulo de Sécrates, foram predecessores da
légica cldssica de Aristételes (384—322 a.C.), que era discipulo de Platao. Todos filésofos gregos.

2Veremos mais detalhadamente adiante.
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estuda-los aqui. Se tratado de logica formal, o que esperamos que fique claro mais adiante
para o leitor é que, diferentemente da informal, pouco importa o contetido do argumento,
se ele fala sobre pessoas, hobbits, elfos ou smurfs, apenas sua forma sera estudada. O
conteiudo da argumentacao (faldcias, tipos de discurso, etc.) é objeto de estudo da logica

informal.

1.3 Argumento, Deducao e Inducao

Mas... O que é argumento? O leitor certamente tem uma ideia do que se trata.
Argumento é justificativa. Serve, por exemplo, para tentar convencer alguém de algo,
ou para tentar justificar algo que acontece. Na ciéncia, qualquer afirmacao so é aceita
se bem justificada, como bem sabemos. Na légica formal estudaremos se as conclusoes
atingidas nas argumentagoes foram suficientemente justificadas. Estas conclusoes sao
obtidas por meio de inferéncias que ocorrem no interior do argumento. Inferéncia é
uma afirmagao (ou colocac¢ao) baseada em informagdes (ou propostas) anteriores. Por-
tanto, a partir da inferéncia podemos atingir conhecimento novo. Isto é, a partir de
conhecimentos pré-estabelecidos ou hipotéticos conseguiremos, através do processo de
inferéncia, obter novo conhecimento. Argumento é, portanto, o conjunto {informacao-
base-inferéncia-conclusao}. Chamaremos estas informagoes que servirao de base para as
outras de premissas. Ou seja, premissas sao informagoes essenciais que possibilitarao

gerar uma conclusao no argumento.

Na argumentacao, podemos obter dois tipos de conhecimento novo: o indutivo e o
dedutivo. Quando as premissas sao constituidas de casos particulares, e, destas, conclui-
se algo geral, obtemos um conhecimento indutivo. Dessa forma, o conhecimento indutivo
nao nos fornece uma verdade absoluta, mas uma verdade que, geralmente, possui excegoes
ou contraexemplos, mesmo que em pequena quantidade. Como um classico exemplo do
filésofo David Hume?, temos:

Este cisne é branco;
Aquele cisne é banco;
Todos os cisnes observados sao brancos;

Conclusao: todos os cisnes sao brancos.?

Como percebemos, os argumentos indutivos produzem provas por amostragem, o que
da um tom probabilistico as suas conclusoes. Na argumentacao dedutiva, partimos de pre-
missas e leis, teoremas ou regras gerais, obtendo provas conclusivas, sem aquele carater
probabilistico antes comentado. Ou seja, na deducao, a partir de premissas (muitas vezes

hipotéticas) e se utilizando de regras de inferéncia (veremos detalhadamente na segao

3David Hume (1711—1776) foi um filésofo cético escocés.
4Ao contrario de épocas atrés, hoje sabemos que existem cisnes negros.
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5 A forma de

3.4.2) baseadas em verdades universais, obtemos resultados conclusivos.
um argumento dedutivo valido® nos indica que a conclusao ¢ verdadeira se as premissas
o forem. Isto é, nao é possivel que as premissas sejam verdadeiras e a conclusao falsa.
Resumindo, as informacoes que servem de base para outras novas sao chamadas de pre-
missas. A forma como podemos articular as regras, leis, teoremas, etc. com as premissas
possuidas, de forma a inferir algo novo, dé-se o nome de regra de inferéncia.” O resultado
conclusivo ¢ dito consequéncia l6gica® das premissas. Os conceitos de validade e inva-
lidade de um argumento dedutivo (conceitos que nao se aplicam argumentos indutivos)
sao determinadados pela forma com que este assume. Vejamos um exemplo classico de
aristotélico (P1 e P2 sao nossas premissas e C a conclusdo):

P1: Todo homem ¢ mortal;

P2: Sécrates ¢ um homem;

C: Socrates é mortal.

1.4 A Légica Simbdlica

Perceba que o argumento anterior, a pesar de formal (no sentido de que sua forma tem
relevante importancia), se utiliza de uma linguagem informal (neste caso, o portugués)
para se expressar. O uso de simbolos na logica (ou na matematica) nao é tao antigo quanto
Aristételes. Houveram tempos em que, por exemplo, uma demonstracao matematica era
feita por meio da fala, da oratéria. Algo como: “[...] se a raiz quadrada de 2 fosse
um numero racionavel, poderiamos dizer que é igual a divisao de um numero p por um
nimero q. Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado [...]”. Pelos inconveni-
entes que possam surgir em uma demonstragao pela linguagem informal, em virtude das

9

ambiguidades inerentes as linguas”, em meados do século XIX, o mateméatico George Bo-

10" se utilizou de simbolos mateméticos para desenvolver seus trabalhos légicos, como

ole
o cdlculo de classes (também conhecido como dlgebra booleana), por exemplo. Desde

entao as palavras foram substituidas por simbolos, eliminando totalmente os problemas

5Podemos dizer que o conhecimento dedutivo é obtido de forma inversa ao indutivo. enquanto que no
indutivo partimos de casos particulares a fim de atingir conclusoes universais, no dedutivo partimos de
verdades universais para concluir casos particulares.

6Veremos mais detalhadamente na secdo 3.3.3 o que sdo férmulas vélidas, conceito definindo pela
definicao 7.

"Ver secdo 3.4.2.

8Ver secao 3.2.4.

9Essas ambiguidades incontdveis argumentos invéalidos que parecem validos, e que chegam a conclusoes
falsas. Esse tipo de argumento é chamado de faldcias, e a fala coloquial abre as portas para elas. Por
exemplo, veja este argumento:
P1: Quanto mais queijo, mais buracos;
P2: Quanto mais buracos, menos queijo;
C: Quanto mais queijo, menos queijo.

0George Boole (1815-64) foi um importantissimo (principalmente para a computacio) matematico e
filésofo britanico.




1.4. A LOGICA SIMBOLICA 9

de ambiguidade.!! E importante ressaltar que a utilizacao de simbolos em légica, além de
eliminar quase todas as falacias e além de trazer simplicidade e elegancia aos enunciados
e demonstragoes, viabilizou o grande desenvolvimento desta ciéncia nos ultimos séculos.
Em contraste com a linguagem informal, podemos dizer que a ldgica simbdlica se utiliza
de uma linguagem artificial. Muitas vezes a logica formal em linguagem comum é referida
como logica cldssica.

Agora vamos afunilar nosso estudo para o que nos interessa. Definiremos conceitos
fundamentais para o desenvolvimento e entendimento das légicas, no geral, e do calculo
proposicional classico (ja te explico), em particular. Falaremos sobre ordens em légica
e dos principios que fundamentam a légica cldssica e (a negacao deles) as légicas nao-

classicas.

HUPor mais que pareca de acordo com leis 16gicas, o argumento falacioso da nota 9 pode ser evitado se
exprimirmos o argumento em letras. Ele parece ser assim:
P1: Se A, entdo B;
P2: Se B, entao C;
C: Se A, entao C.
Mas, na verdade, ele é assim:
P1: Se D, entao E;
P2: Se F, entao G
C: Nao podemos concluir algo daqui.
Formalizando a légica, foi possivel praticamente extinguir as faldcias. Na légica formalizada, apenas
algumas poucas falacias existem.
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Capitulo 2

CONCEITOS INICIAIS

Logo introduziremos os simbolos da linguagem artificial que estudaremos. E impor-
tante deixar bem claro que, a pesar de ser uma linguagem artificial, uma légica formal, nao
deixa de ser uma linguagem simplesmente, e, como tal, conta com uma gramatica propria.
Falaremos, portanto, de sujeitos e predicados, de conectivos, conjuncoes, disjungoes etc.
que o leitor certamente estudou na disciplina de lingua portuguesa no ensino fundamental

e médio. Ou seja, falaremos sobre a sintaxe e a semantica da nossa linguagem.

2.1 Termo e Proposicao

Quando queremos dar nomes as coisas, utilizamos nomes (ou designagoes). Como, por
exemplo, quando uma mae tem um bebeé e diz: “seu nome sera Maria”. Ou vocé quando
esta trabalhando numa hipdtese matematica, vocé designa que o objeto de trabalho sera
“o numero real positivo cujo quadrado é dois”. Todos esses nomes sao chamados de
termos que sao, justamente, designacoes. Representara, no nosso estudo, o sujeito do

qual falamos sobre. Vejamos alguns exemplos de termos:
e 3 e meia da tarde
e O menor niimero primo maior que 103

e O conjunto dos niimeros reais

Note que um termo nao é uma afirmacao. O termo referencia alguma coisa, aponta
o objeto do qual se discute. Para uma afirmacao da-se o nome de proposi¢do. Podemos
facilmente diferenciar uma proposicao de um termo: quando é possivel dizer se certa
afirmacao é verdadeira ou falsa, esta é uma proposicao. As palavras verdadeiro e falso
que associamos as proposicoes sao chamadas de wvalores de verdade. Note que nao faz
sentido dizer que ’4’ (que é um termo) ou ’a casa da esquerda’ é verdadeiro ou falso. No
entanto, podemos verificar que a proposicao 'a Terra gira em torno do Sol” ou o quadrado

de 3 é 6’ podemos associar valores de verdade. Vejamos alguns exemplos de proposigoes:

11
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e Emma Watson é uma linda atriz

e sena =+ senfl = 2sen (a—jzt’g) cos (%)

e O Brasil precisa da copa do mundo

As proposigoes sao representadas por sentencas que, para a linguagem que estudare-
mos, assim como para a lingua portuguesa, ¢ uma sequéncia de palavras com pelo menos
um verbo flexionado. No entanto, nem toda sentenga é uma proposicao. Por exemplo,
sentencgas do tipo 'feche a portal’ ou 'posso sentar ao seu lado?’ nao s@o proposigoes.
Podemos dizer, entao, que proposigoes sao sentencas declarativas. Temos ainda que duas

sentencas podem representar uma mesma proposicao. Por exemplo, compare as sentengas:

e Dolly e Sinha sao os animais de estimacao da Srta. Fernanda
e Os animais de estimacao Dolly e Sinha pertencem a Srta. Fernanda

e O dono dos animais de estimacao Dolly e Sinha é a Srta. Fernanda

Perceba que todas estas sentencas, apesar de diferentes, representam a mesma proposicao.

E importante ressaltar que, ao enunciar uma proposicao, nada é dito sobre seu valor
de verdade. Ou seja, podemos trabalhar com proposi¢oes sem que elas sejam de fato
verdadeiras. Caso andlogo acontece numa demonstracao matematica, pois ao provar um
teorema, “tomamos” algo como verdadeiro e inferimos algo novo, isto é, se aquele algo for
verdadeiro, a conclusao inferida também o serd, mas a proposi¢ao tomada pode ser ver-
dadeira em alguns casos de problemas e falsa em outros. Nao nos ¢é interessante, porém ¢é
oportuno, ressaltar que, as proposi¢oes enunciadas como fatidicamente verdadeiras da-se o
nome de asser¢oes. Encontramos facilmente assergoes em textos de conteido matematico,

>

como, por exemplo, “os elementos dos niimeros reais variam ‘suavemente’ ”.

2.2 Predicados

Recorreremos novamente a lingua falada para ilustrar o que é o predicado que utili-
saremos no nosso estudo e, como voce ja deve suspeitar, tem o mesmo sentido da lingua
portuguesa. A ‘parte’ da proposicao que associa uma caracteristica (ou uma qualidade)
ao sujeito da oragdo em questao (ou a um conjunto, como veremos adiante), dé-se o nome
de predicado. Numa proposicao, quando dizemos que uma coisa € algo, ou falamos das
caracteristicas de alguém, por exemplo, estamos desenvolvendo o predicado dessa pro-
posicao. O predicado pode referir-se a alguém ou a algum elemento em particular, isto ¢,
ser especifico, como a proposigao “Sécrates é um homem” (onde dizemos que o elemento
do conjunto de homens “Sécrates” tem a qualidade de “ser um homem”), ou pode referir-
se a um conjunto de elementos que apresentam alguma qualidade em comum, ou seja, aos

x (chamadas varidveis) que pertencem a um dado conjunto A.
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Dessa forma, formularemos proposi¢oes como “todo x tem tal e tal qualidade (pertence
ao conjunto tal)”, ou “qualquer que seja o x que seja de tal e tal forma é y”, ou, ainda,
“existe um x que é y”. As expressoes “todo” (no sentido de “para todos”) e “existe
um” sao chamadas de quantificadores, pois denotam a quantidade de elementos que tem
alguma caracteristica. E importante frisar que os predicados funcionarao literalmente
como conjuntos. Isso serd melhor esclarecido na segao 4.

No presente minicurso estudaremos duas logicas, onde uma é expansao da outra. A
logica que se desenvolve em cima das proposicoes “em si” recebe o nome de Ldgica Propo-
sictonal. Nela, trabalharemos com as proposicoes “inteiras”. A logica que se desenvolve
em cima das proposicoes e dos predicados das proposicoes recebe o nome de Ldgica de
Predicados. Nela, além de trabalhar com proposicoes “inteiras”, estas serao “quebradas”
em sujeitos e predicados, complexificando a légica e tornando-a mais interessante para es-
tudos mais sofisticados e para o desenvolvimento de teorias mais complexas. Comumente
nos referimos a Logica como Calculo, pois operamos férmulas (ver definicao 6 da segao
3.3.3). Dessa forma, nos utilizamos também dos termos Célculo Proposicional e Célculo de
Predicados, assim como Célculo Proposicional Classico (CPC) e Calculo Quantificacional
Classico (CQC), respectivamente.

O Calculo de Predicados apresenta variacoes de complexidade predical, sao as cha-
madas ordens desse calculo. Se as variaveis referem-se somente a elementos, o calculo é
chamado de Légica de Primeira Ordem (ou Légica de Ordem 1). E o caso do CQC que
estudaremos. Se as varidveis referirem-se a uma caracteristica (a um conjunto inteiro),
o célculo é chamado de Ldgica de Seqgunda Ordem (ou Légica de Ordem 2), e assim por
diante, até a Ldgica de N-ésima Ordem. Ou seja, quando se trabalha com o célculo de
predicados, geralmente fala-se sobre sua ordem antes. Perceba que nao faz sentido falar

de ordem no CPC, pois esse conceito se aplica aos predicados.

2.3 Principios Fundamentais da Légica

Uma teoria axiomdtica' tem sua estrutura apoiada em alicerces. Para a Teoria dos
Numeros Naturais, temos os axiomas de Peano, para a algebra booleana, temos os axiomas
de Boole, para a geometria, temos os axiomas de Euclides (ou postulados, hoje considerado
a mesma coisa). A légica formal cldssica (aristotélica) agregam-se os trés Principios
Fundamentais da Logica, sao eles: identidade, nao-contradicao e terceiro excluido.

O Principio da Identidade afirma que qualquer objeto é idéntico a si proprio. O
Principio da nao-contradi¢ao afirma que nao é possivel que algo seja e, simultaneamente,
nao seja. Ou seja, nao pode ocorrer de duas afirmagoes contraditorias terem o mesmo

valor de verdade no mesmo momento (digamos, no mesmo “discurso”). O Principio do

1Suponho que o leitor tenha uma ideia do que seja um sistema axiomético. Podemos dizer que, ao
invés de axiomatico, o CQC é um sistema formal. Estas afirmages ndo serdo interessantes para ndés.
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Terceiro Fxcluido afirma que ou uma proposicao ocorre, ou nao ocorre. Nao ha meio
termo entre verdade e falsidade, e uma terceira opcao estaria excluida das possibilidades.
Dai o nome. Os principios légicos citados fundamentam o CPC e o CQC. Em qualquer
momento, nessa linguagem, quando alguma suposicao nos fornece uma proposicao que
nao concorda com qualquer um que seja desses principios, temos ai um absurdo, o que
nos leva a descrer na suposi¢ao inicial.

Como dissemos anteriormente, nao existe apenas uma légica. Assim como existem as
geometrias nao-euclidianas, existem as logicas nao-classicas. Estas sao obtidas negando
ou excluindo ao menos um dos principios fundamentais mencionados. Por exemplo, a
negacao do principio do terceiro excluido origina as logicas polivalentes, onde mais de
dois valores de verdade sao considerados (algo como “indeterminado”, “neutro”, etc.).

Nao trataremos disso aqui, obviamente.

2.4 Raciocinio e Inferéncia

J& temos ao menos uma ideia do que seja raciocinio e inferéncia. Para praticar nosso
pensamento légico, nossa capacidade de deducao e nossa argumentagao, vamos resolver
alguns exercicios de raciocinio 1égico antes de comegarmos nosso estudo do CPC. Antes
passarmos aos problemas, analisemos uma versao de um problema légico classico do qual,
ap6s uma modificagao ou outra, derivam diversos (e divertidos) problemas mais recentes,

CcoImo O que se segue:

H&a nao muito tempo atras, num pais distante, havia um velho rei que tinha
trés filhas, inteligentissimas e de indescritivel beleza, chamadas Guilhermina,
Genoveva e Griselda. Sentindo-se perto de partir desta para melhor, e sem
saber qual das filhas designar como sua sucessora, o velho rei resolveu submeté-
las a um teste. A vencedora nao apenas seria a nova soberana, com ainda
receberia a senha da conta secreta do rei (num banco Suico), além de um fim
de semana com despesas pagas na Disneylandia. Chamando as filhas a sua
presenca, o rei mostrou-lhes cinco pares de brincos idénticos em tudo, com
excecao das pedras neles engatadas: trés eram de esmeralda e duas de rubi.
O rei vendou, entao, os olhos das mocas e, escolhendo ao acaso, colocou em
cada uma delas um par de brincos. O teste consistia no seguinte: aquela que
pudesse dizer sem sombra de duvida qual o tipo de pedra que havia em seus

brincos herdaria o reino (e a conta da Suica, etc.).

A primeira que desejou tentar foi Guilhermina, de quem foi removida a venda
dos olhos. Guilhermina examinou os brincos de suas irmas, mas nao foi capaz
de dizer que tipo de pedra estava nos seus (e retirou-se furiosa). A segunda que

desejou tentar foi Genoveva. Contudo, apds examinar os brincos de Griselda,
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Genoveva se deu conta de que também nao sabia se seus brincos eram de
esmeralda ou rubi e, da mesma furiosa forma que sua irma, saiu batendo a
porta. Quanto a Griselda, antes mesmo que o rei lhe tirasse a venda dos olhos,
anunciou corretamente, [em] alto e bom [som], o tipo de pedra de seus brincos,
dizendo ainda o porqué de sua afirmacgao. Assim, ela herdou o reino, a conta
na Suica e, na viagem a Disneylandia, conheceu um jovem cirurgiao plastico,

com quem se casou e foi feliz para sempre.

Que brincos tinha Griselda? De esmeralda ou de rubi? Justifique sua resposta
(IMORTARI], p. 2-3).
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Antes de saber qual a resposta e a respectiva justificacao, tente pensar quais as pos-

sibilidades e tentar encontrar a razao légica para a qual Griselda nao precisou retirar a

venda para responder corretamente. O fato de as irmas de Griselda terem saido furiosas

por nao saberem a resposta implica alguma coisa? Que informacoes que o problema te

fornece (premissas) poderiam fazer com que vocé inferisse que os brincos sao de esme-

ralda ou rubi? Lembrando que nao adianta afirmar que os brincos eram de esmeralda por

que, por ter mais pares deste tipo, a probabilidade é maior. O problema fornece recurso

suficiente para deduzir (ndo induzir) a resposta. Uma boa justificativa serda dada apds a

realizacao dos exercicios que faremos.

EXERCICIOS

1. Tente resolver o problema dos brincos. Dica: tente ver o que acontece se voce

supuser que os brincos sao de rubi. Tente excluir possibilidades até chegar alguma

resposta.

Um senhor tem um cavalo de uma tinica cor. Este senhor tem trés amigos, Joao,
Pedro e Roberto, que nao conhecem a cor do cavalo. Os amigos decidem tentar
adivinhar a cor do cavalo. Para facilitar, o senhor diz que a cor do cavalo ou é
branca, ou marrom ou cinza. Joao diz que o cavalo é branco. Pedro diz que ou o
cavalo é branco ou é marrom. Roberto diz que o cavalo nao é cinza. Apds ouvir as
tentativas dos amigos, o senhor diz que dois deles estao correto e um esta errado.

Determine a cor do cavalo.

Os Porteiros do Céu e do Inferno. Apds a morte, um senhor foi deixado em um
local onde havia duas entradas: uma para o céu e outra para o inferno. Cada
entrada tinha um porteiro. As entradas e os porteiros nao podem ser distinguidas
visualmente. Para decidir qual das entradas escolher, este senhor pode fazer uma
Unica pergunta a um dos porteiros. A pergunta deve se referir ao céu ou ao inferno,
ou aos proprios porteiros. Ele havia sido informado de que o porteiro do inferno

sempre mentia, e o porteiro do céu sempre dizia a verdade. Determine qual das
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perguntas abaixo permite a este senhor decidir com certeza sobre qual é a entrada

do céu.

a. Esta é a entrada do céu?

b. Voceé diz a verdade?

c. O outro porteiro diz a verdade?

d. Se voceé fosse o outro porteiro, voce diria que esta é a entrada do céu?

Agora que exercitamos um pouco nosso raciocinio, vamos voltar ao problema dos
brincos. Podemos encontrar no mesmo livro onde o problema foi proposto uma boa

justificativa para ele:

Existem dois pares de brincos de rubi; logo, se tanto Genoveva quanto Gri-
selda estivessem com brincos de rubi, Guilhermina saberia que os seus sao de
esmeralda. Guilhermina, contudo, nao soube dizer qual o tipo de pedra em
seus brincos. Logo, ou Genoveva e Griselda tinham brincos de esmeralda, ou
uma tinha brincos de rubi e a outra de esmeralda. Mas disso se segue agora
que, se Griselda tivesse brincos de rubi, Genoveva, a segunda, teria visto isso,
e saberia que os seus sao de esmeralda. Genoveva, contudo, também nao soube
dizer qual o tipo de pedra em seus brincos. Logo, Giselda nao tinha brincos

de rubi, ou seja, seus brincos eram de esmeralda ((MORTARI], p. 7).

Percebemos que a conclusao foi deduzida das premissas através de processos de in-
feréncia. Perceba que isso nao é bem uma transcri¢ao do que foi feito para que se soubesse
a resposta, mas mais uma descrigao sisteméatica do raciocinio que levou a conclusao, apre-
sentando as razoes pelas quais se pode concluir que os brincos eram de esmeralda e nao de
rubi. Note ainda que, mesmo nao utilizando uma linguagem artificial para deduzir a res-
posta (e sim o portugués falado), foi possivel organizar o pensamento de forma a garanti
gradualmente que a conclusao seguiu, de fato, das premissas, sendo listadas em ordem as
razoes que levaram a conclusoes intermedidrias e depois a conclusao desejada. Essa é a
caracteristica que diferencia a logica formal da informal. A forma como o argumento é

exposto é crucial para se deduzir.



Capitulo 3

O CALCULO PROPOSICIONAL
CLASSICO (CPC)

3.1 A Composicao das Proposicoes

Com o advento do homo symbolicus na escala de evolucao humana, o homem passa
utilizar simbolos para representar coisas, um alfabeto, o que deu inicio a linguagem escrita.
Por exemplo, para construir o portugués foi preciso de simbolos que se agrupassem e se
articulassem de forma a representar nosso pensamento. De modo geral, para construir
uma linguagem precisamos de simbolos. Ora, o CQC é uma linguagem, portanto, se
utiliza de simbolos. Como dissemos, existem logicas que — assim como ha diferenca entre
as linguas alema e a russa — tém suas variagoes simbdlicas uma da outra (de fala, sintaxe,
semantica, etc.). Nao é de nosso interesse saber como se constréi uma linguagem artificial
qualquer, ¢é suficiente saber como o CQC é composto.

Pois bem, podemos agrupar o alfabeto do CQC (que utilizaremos) em um conjunto

de 67 caracteres:
abcdefghijklmmnopgqgrstuvwaezyz

ABCDEFGHIJKLMNOPQRST
- =& 5> ¢ VAIV()0123456789

Com esses caracteres poderemos desenvolver todo nosso curso, mas antes, claro, vamos

aprender gradualmente o que cada um representa (semantica) e como utiliza-los (sintaxe).

3.1.1 A sintaxe e a semantica do CPC — Os operadores logicos

Inicialmente estudaremos o CPC, calculando apenas proposi¢oes. Por hora utilizare-

mos apenas alguns dos caracteres vistos. Para o melhor entendimento da linguagem do
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CPC, faremos, em alguns momentos, uma relagao com o portugués. Faremos o estudo da
sintaxe e da semantica do CPC simultaneamente.

Ao nos comunicarmos na lingua falada formamos sentencas, na maioria das vezes pro-
posicoes. Estas proposicoes geralmente sao constituidas de proposicoes menores, ligadas
por alguns conectivos. O CPC funciona da mesma maneira. Em logica, estes sao cha-
mados de conectivos l6gicos (ou operadores ldgicos). Chamaremos as proposi¢oes mais
simples do CPC de constantes proposicionais. Para denota-las, utilizaremos as letras
maiusculas A, B, C,...,T. Para constantes quaisquer, utilizaremos U, V., W, X,Y ou Z.

Para facilitar nosso estudo, nos ocupemos mais um pouco relacionando nossa lingua-
gem artificial ao portugueés. Posteriormente faremos transcri¢oes da lingua falada para
o CPC, colocando em simbolos légicos (formalizando) uma proposigao qualquer de uma
lingua natural. Nao entraremos em detalhes de como fazer uma estrutura! légica com-
pleta, mas vamos, inicialmente, dar nomes as nossas constantes proposicionais. Uma regra
basica é: vocé pode relacionar duas ou mais constantes proposicionais a uma mesma pro-
posicao. O que nos trara problemas é atribuir uma mesma constante proposicional a
duas proposigoes diferentes (Exercicio: faga uma relacdo com fung¢oes matematicas).
Tomando o devido cuidado para que isso nao ocorra, evitaremos a construcao de falacias
verbais como a faldcia do equivoco.? Chamaremos a seguinte relacao de simbolos e seus
respectivos significados de funcdo interpretacio.® Utilizaremos para formar alguns exem-

plos e realizar alguns exercicios:

FUNCAO INTERPRETACAO 1
: sato de casa
0 Brasil € o pais mais justo

- chove

S QW=

- dango com o guarda-chuva
E: esquio

F: faz frio

G: faz calor

H: Paulo € o pai de Joao

I: Joao € o filho de Paulo

M: a rua fica molhada

1O objetivo do curso ndo abrange o contetido de estruturas de um sistema formal. Nao nos ocuparemos,
portanto, de estruturas, modelos, etc.

2Cometer esta faldcia consiste em usar, num mesmo argumento, uma palavra/frase que denota duas
coisas diferentes (ou com dois sentidos). Ou seja, cometer um equivoco de sentido/significado. Por
exemplo:
P1: Nada é melhor do que uma vida tranquila e feliz;
P2: Um misto quente é melhor do que nada;
C: Um misto quente é melhor do que uma vida tranquila e feliz.

3Servird como uma funcio interpretacdo de uma estrutura qualquer. Nao nos preocuparemos com o
rigor em definir a estrutura, pois, como ja falamos, ndo trataremos de estruturas neste minicurso.




3.1. A COMPOSICAO DAS PROPOSICOES 19

N: neva
S: faz sol
V: venta

X, Y, Z, W: proposicoes quaisquer

Antes de vermos o primeiro conectivo, é importante adiantar que podemos compor
proposigoes compostas (ja te explico). Se quisermos fazer isso, devemos separar a pro-
posicao composta inicial com parénteses. Mais adiante mostraremos este cuidado com

“=". Conseguimos

exemplos. Nosso primeiro conectivo serd a negacao, simbolizado por
negar proposicoes de todos os tipos, compostas e simples, de qualquer tamanho. Intuiti-
vamente, a negacao indica que a proposicao negada “nao ocorre”. Para fazer isso, basta
colocarmos esse simbolo antes da constante negada: —X, onde X é uma constante pro-
posicional qualquer e queremos dizer que “X nao ocorre” ou, mais comumente, “nao X”.
Exercicio: negue as constantes da funcao interpretacao 1 e pronuncie seu significado no
portugues.

Agora vejamos outro conectivo, a disjuncdao, simbolizado por “V”. Esse conectivo
relaciona duas proposigoes e nos informa que alguma das duas “ocorrem” ou, dizendo
de outra forma, que pelo menos uma das duas ocorre, ou que no minimo uma das duas
ocorre. Este simbolo é colocado entre as proposicoes relacionadas: X VY, onde X e Y
sao constantes proposicionais quaisquer e queremos dizer que pelo menos uma das duas
ocorre, ou, mais comumente, “X ou Y.

Ex.:

C'V S: ou chove ou faz sol.

F' Vv G: Ou faz frio ou faz calor.

Exercicio: Forme algumas disjuncoes com a funcao interpretacgao 1.

O proximo conectivo € irmao gémeo do anterior. Ea conjunc¢ao, simbolizada por “A”.
Assim como a disjungao, a conjungao relaciona duas proposigoes e é utilizada entre as
proposicoes relacionadas. A diferenca esta no significado. A conjuncao nos diz que ambas
as proposicgoes relacionadas ocorrem conjuntamente. Nao mais uma ou outra, mas ambas.
Assim, X A'Y indica-nos que tanto X quanto Y ocorrem, isto é, “X e Y.

Ex.:
N A F': neva e faz frio;
C A (—A): chove e eu nao saio de casa.
Exercicio: Forme algumas conjuncoes com a funcao interpretacao 1.
Quando utilizamos os conectivos corretamente, dizemos que construimos “proposicoes

bem formadas”.* Note que, ao conjugar duas proposicoes, formamos uma nova proposicao.

4Na realidade, da definicio de sentenca tem-se que um conjunto de palavras sé é uma sentenca se
é bem formado, isto é, se estd de acordo com as regras gramaticais da linguagem em questao. Por
exemplo, “candrio passarinho O canta amarelo chama que se,” nao é uma sentenca do portugués. Como
toda proposicao é uma sentenga, podemos dizer que uma “proposigao” sé é uma proposicao se for bem
formada.
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Antes tinhamos nossas proposicoes simples, as constantes proposicionais, e, ao conjugar,
ficamos com o que chamaremos de proposi¢ao composta. Ora, os conectivos sao utilizados
em proposicoes, sejam elas simples ou compostas. Portanto, podemos compor proposigoes
compostas, formando proposicoes compostas “maiores”. Diremos que uma proposicao é
minimamente composta se conta com, pelo menos, um operador. Para fins de organizacao
(para bem formar proposigoes), separaremos cada composi¢gao com parénteses.

Assim, sao bem formadas as proposicoes:

(ﬁF ) NS

(~N) V (=F)

SA(=(NAF))

((XVY)A(ZVW)

(A== (=(=(X))))

E sao mal formadas as proposigoes:

A

GA-

S-V B

XVY(

Posteriormente, quando falarmos da hierarquia de conectivos, poderemos simplificar
nossas proposicoes utilizando menos parénteses. Voltaremos, entao, a falar sobre pro-
posi¢oes bem-formadas. E importante perceber que as proposicoes compostas sao ca-
racterizadas pela possibilidade de decomporem-se em proposicoes mais simples. Como
exemplo, vamos decompor a proposicao (X <> Y) < (X AY)V (=X A —Y) em esquema
de arvore:

(X oY) (XAY)V (X AY))
|

<~

T

XV  (XAY)V (=X A-Y)
| |

VAN vV
o~ /\
X Y XAY =XA-Y
\ \
A A

e N
X Y -X Y

X Y

Exercicio: Forme proposicoes compostas e as decomponha — em esquema de arvore — em
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proposicoes simples. Utilize a funcao interpretacao 1 que demos as letras anteriormente
(ou crie uma nova fungao interpretacao).

Vamos estabelecer duas relagoes conhecidas como Leis de De Morgan (ou Teoremas
de De Morgan) que nos servird para negar uma conjungao ou uma disjungao. Sejam X e
Y duas proposicoes quaisquer. A Primeira Lei de De Morgan estabelece que, negar uma,
conjuncao de X e Y “é o mesmo que” disjuntar a negacao de X com a negacao de Y. Ou
seja, 7(X AY) “é o mesmo que” (—X)V (=Y). A Segunda Lei de De Morgan estabelece
que negar uma disjuncao de X e Y “é o mesmo que” conjugar a negacao de X com a
negagao de Y. Isto é, =(X VYY) “é o mesmo que” (=X) A (=Y).

Com “é o mesmo que” queremos dizer que essas proposigoes sao logicamente equi-
valentes. Veremos mais adiante como as equivaléncias légicas funcionam, e o quao sao
uteis para o nosso estudo da légica. Por hora, utilizaremos o simbolo “<” entre duas
proposicoes para simbolizar que elas sao logicamente equivalentes. As leis enunciadas,

portanto, nada mais sao do que equivaléncias logicas, ficando assim anotadas:
12 Lei de De Morgan: (~(X AY)) < ((—=X) V (=Y))

22 Lei de De Morgan: (-(X VY)) < ((-X) A (0Y))

Exercicio: exemplifique as equivaléncias logicas das Leis de De Morgan criando 5 pro-
posicoes no CPC e as transcrevendo para o portugués. Se quiser, use a funcao inter-
pretacao 1. Ex.: (n(NAF)) < ((=N)V (—=F)). Transcrevendo, temos que “nao acontece
que neva e faz frio” é o mesmo que “nao neva ou nao faz frio”.

Agora vejamos nossos dois ultimos conectivos, que sao conectivos de condi¢ao, o condi-
cional e o bi-condicional. Utilizamos estes conectivos quando uma proposicao estabelece
uma condicao para que outra ocorra. Dois tipos de condicao sao propostos no CPC:
condicao suficiente e condi¢cao necessdria. Quando uma proposicao X estabelece uma
condicao suficiente para que uma proposicao Y ocorra, dizemos que, “se X, entao Y.

13

Chamamos “se... entdo ...”

de condicional e simbolizamos por “—”. Se for o caso de
X — Y, dizemos que X é condigao suficiente para Y. Temos ainda que Y é condicao ne-
cessaria para X, pois, por definicao de “—”, é necessario que Y ocorra para que X ocorra,
em outras palavras, é impossivel que Y nao ocorra e que X ocorra. Demonstremos: se,
por hipétese, tivermos que Y nao ocorre, que X — Y, e que X ocorre, entao, como X
é suficiente para Y ocorrer, e X ocorre, Y também ocorre, contradizendo a hipdtese de
que Y nao ocorre. Essa pequena demonstracao dard resultado a outra equivaléncia logica
chamada de contraposicao, como veremos adiante. No exemplo X — Y, X é chamado
de antecedente, e Y de consequente do condicional. O condicional é definido da seguinte

forma:

DEFINICAO 1 X — Y ¢ definido como (-X) VY, isto é, (X = Y) & ((-X)VY).
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Quando X estabelece uma condicao ao mesmo tempo necessaria e suficiente para Y,

13

dizemos que “X se e somente se Y. Chamamos o se, e somente se...” de bi-
condicional e simbolizamos por “<”. Caso X < Y, temos que Y também estabelecera
uma condi¢do necesséria e suficiente para X (ou seja, vice-versa). E importante ressaltar
que a equivaléncia légica e o bi-condicional se tratam do mesmo ente logico, embora
no nosso estudo sejam utilizados para finalidades levemente diferentes, apenas para fins

didaticos. Define-se o bi-condicional assim:

DEFINICAO 2 X < Y ¢ definido como (X — Y)A (Y — X), isto é, (X < V) &
(X =Y)A (Y = X)).

Exercicio: exemplifique os conectivos de condigao (e as condigdes necessaria e suficiente)
com frases em portugues.

Porteriormente, demonstraremos que (X <> Y) < (X AY) V ((—=X) A (7Y))), assim
como enunciaremos a chamada Lei da Dupla Negacdo, que afirma que (=(—X)) < X.
Note que, da defini¢ao 1 se segue que negar um condicional é o mesmo que uma disjuncao.

Ou seja, podemos aplicar a 1? Lei de De Morgan. Fazendo isso, temos:
(X =Y)) e (=(=X)VY)) & (=(=X) A (7)) & (X A (7))

(Primeiro aplicamos a definicao do condicional, depois a 1* Lei de De Morgan e, em
seguida, a Lei da Dupla Negacao, obtendo a negagao do condicional.) Posteriormente (a
partir da se¢ao 3.2.3) utilizaremos estas e outras leis para deduzir mais proposigoes.

Exercicio: negue o bi-condicional.

3.1.2 Hierarquia de conectivos e proposicoes bem formadas

Ao operar com um operador l6gico, formamos uma proposicao composta. Caso qui-
Sermos operar essa proposicao composta com outra proposicao, como o leitor percebeu,
a colocavamos entre parénteses, para explicitar com quem estdvamos operando. Se su-
pusermos que os operadores sao “iguais perante a lei” no calculo, isso deve ser feito até
mesmo ao negar uma proposicao simples, o que nos fornece uma proposi¢ao composta.
No entanto, se supormos uma hierarquia, uma precedéncia de calculo entre os operadores,
veremos que muitos parénteses poderao ser eliminados.

A ordem de precedéncia que geralmente se adota (e que adotaremos aqui) é a que se
segue:
= - A negacao precede todos. Eo operador l6gico mais imediato.

A - A conjungao vem em segundo lugar.
V - Embora a disjun¢ao venha em terceiro, continuaremos separando ela da conjuncao
com o uso de parénteses.

— - A implicacao precede a bi-implicagao.
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< - Finalmente, a bi-implicacao. No entanto, assim como no caso da disjungao com a
conjuncao, o uso do paréntese para a separacao entre implicacao e bi-implicacao nao sera
descontinuado.

Comparemos, agora, como as equivaléncias que vimos ficam com a nova regra:

(X 2 Y) e (X VY)
(XeY)e (XAY)V (X ATY))
—X e X
(X AY) & X VY

Sempre que operarmos com condi¢ao, separaremos por parénteses as proposicoes dos dois
lados do simbolo da equivaléncia légica (o mesmo serve para a implicagao logica que
veremos a partir da segao 3.2.1).

Portanto, para bem formar uma proposicao, teremos que ter certos cuidados sintaticos:
(1) Uma negacao sempre “fica antes” de uma proposi¢do. Se for composta, deverd es-
tar entre parénteses. Se for simples, a negagao devera estar “colada” ao caractere (sem
espago os separando). E importante lembrar que a negagao nunca esta entre duas pro-
posi¢oes. Nao faz sentido operd-la assim: A-B; (2) Ao operar com a conjungao ou com
a disjuncao devemos té-las entre duas outras proposicoes que, caso forem compostas, de-
verao se apresentar entre parénteses; (3) Ao operar com uma implica¢ao ou bi-implicacao
também deveremos té-las entre duas outras proposicoes. Caso queira-se conjugar duas im-
plicagoes, os parénteses sao essenciais. Se o caso for implicar duas conjungoes (digo, uma

implicar a outra), o uso de paréntese é desnecessario, dada a precedéncia dos operadores.

EXERCICIOS:

1. Transcreva para a linguagem do CPC as seguintes frases, utilizando a funcao inter-

pretacao 1:

a) Se neva, entao nao faz calor

Paulo é o pai de Joao se, e somente se, Joao é o filho de Paulo

()

(b) Se faz calor, entdo nao neva

(c)

(d) O Brasil nao é o pafs mais justo

(e) Se acontecer de chover e entdo molhar a rua, eu saio de casa e nao esquio

(f) Se faz sol e nao venta, entdo faz calor, mas se faz sol e venta, entdo nao faz

calor

(g) Se chove e venta, entao faz frio, mas se chove e nao venta, faz frio ou nao faz

frio
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(h) Se eu nao saio de casa é porque chove
(i) Se eu esquio é porque neva

(j) Eu vou para casa, se chover
2. Crie uma notagao para transcrever as seguintes frases para a linguagem do CPC:

(a) Eu gosto de chuva, mas se chover nao saio de casa.

(b) Faz calor, mas, se faz frio, ndo tem sol, porém tem sol.

3.2 Verdade

Ao falar de verdade, o nome de Alfred Tarski® vem logo a frente do discurso. De ma-
neira bem simples, sua definicao de verdade estabelece que “X é verdadeira se e somente
se p” (aqui, p é uma sentenca da linguagem e X o nome desta sentenca). Por exemplo:
A sentenca ‘a neve é branca’ é verdadeira se e somente se a neve € branca. Na concepcao

4

classica (aristotélica) da verdade, podemos dizer que “verdadeiro” é definido como “cor-
respondente a realidade”.® Obviamente, nao nos aprofundaremos nesses assuntos, que
sao mais filoséficos do que 16gicos. O que é importante para nds é saber que no CPC (e
no CQC) sao feitas as chamadas Valoragdes, onde define-se, em uma espécie de modelo,
quais sao as proposicoes iniciais verdadeiras. E aqui que mora a verdade ou falsidade das
proposicoes da linguagem artificial que estamos trabalhando.

O fato é que, as proposicoes, podemos relacionar dois valores de verdade. O verdadeiro
ou o falso (que sao caracteristicas das proposigoes, e nao as proposigoes em si). O que é
importante ressaltar é que uma proposicao é considerada verdadeira para uma finalidade,
ou num dado momento (numa dada valoragdo). Podemos tomar a mesma proposi¢ao
como falsa em outro momento (em outra valoragdo). Vejamos um artificio classico para

a organizacao dessas possibilidades.

3.2.1 Tabelas verdade

H&4 muito tempo organiza-se os valores de verdade de proposicoes, ou conjuntos de

proposicoes, em tabelas. Quanto mais constantes envolvidas, maior fica a tabela. Indica-

SAlfred Tarski (1901—1983) é considerado um dos trés maiores légicos da histéria, ao lado de Kurt
Godel (1906—1978) e Aristételes. Seu artigo, Der Wahrheitsbegriff in der deduktiven Disziplinen (O
Conceito de Verdade nas Linguagens Formalizadas), é considerado um dos mais fundamentais publicados
na area da Légica. Recomendamos a tradugao dos principais textos de Tarski feita por Cezar A. Mortari
e Luiz H. Dutra (et. al.) (cf. REFERENCIAR).

6Como aquela méaxima de Aristételes que afirma o seguinte:

Dizer do que €, que é, ou do que nao €, que nao €,
€ verdadeiro, enquanto que dizer do que €, que ndao €,
ou do que nao é, que é, é falso. ([TARSKI], p. 160)
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remos verdadeiro por V, e falso por F. Veja os exemplos:

o <
ujuj<<‘><
= < <~

S LR R R R
HEH<H<S < <)<
H < HMH<S < 1 <N

Podemos considerar que cada linha das tabelas constituem uma valoracao. Em qualquer
caso, a quantidade de valoragoes possiveis é (segundo a disciplina matemética andlise

combinatdria) igual a 2", onde n é o nimero de constantes envolvidas.

Para fazer as tabelas verdade das proposi¢coes compostas, primeiro temos que saber
como ficam as valoragoes de cada operador. Note que os operadores precisam das constan-
tes para operar.” Ou seja, a verdade de um operador depende da verdade das proposicoes
relacionadas. Dessa forma, devemos apresentar, na tabela, o valor de verdade de todas
as constantes. No geral, ao fazer a tabela verdade de uma proposicao composta, devemos
destrinchar todas as proposicoes envolvidas, e dar a verdade de cada uma delas. A ver-
dade das proposicoes maiores é dependente da verdade das proposicoes “interiores” a ela.

Definiremos as tabelas verdade dos operadores logicos da seguinte forma:

Conjuncao Disjuncao

Negacao XY | XAY XY | XVY
X | X V|V A\ V|V Vv
V| F V| F F V| F \'%
F| V F|V F F|V \'%
F|F F F | F F

Note que, no caso em que uma proposigao é falsa, sua negagao é verdadeira (vice-versa).
Na conjuncao, como o leitor deve ter percebido, sua verdade depende da verdade conjunta
das proposicoes relacionadas. E a verdade da disjuncao depende da verdade disjunta das

proposicoes relacionadas, isto é, da verdade de, no minimo, uma delas. Agora vejamos os

"Como vimos, nio faz sentido negar uma conjun¢ao (ou conjugar uma negacio) assim: —A
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demais operadores:

Implicacao Bi-implicacao
X|Y | X—>Y XY | X&Y
V|V Vv V|V A\
V| F F V| F F
F|V Vv F |V F
F|F \% F|F \%

Olhe as tabelas por alguns instantes e tente tirar alguma conclusao do porqué que elas
sao assim. Pois bem, como, na implicacao, X é condicao suficiente para Y, isso deve se
refletir em todas as linhas. A verdade de X ¢é suficiente para a verdade de Y. Isso nao se
reflete na segunda linha, onde o antecedente é verdadeiro e o consequente falso. Esse ¢ o
unico caso em que a implicacao torna-se falsa. Podemos tentar visualizar de outra forma.
Como Y ¢é necessario para X, podemos olhar as valoracoes ao contrario. A falsidade de Y
deve acarretar, necessariamente, na falsidade de X, o que nao é o caso na segunda linha.

Na bi-implicacao, temos que X e Y sao condicao necessaria e suficiente uma para a
outra. Aplicando o raciocinio do pardgrafo anterior em ambas as direcoes, conclui-se sua
tabela verdade. E oportuno ressaltar que, como a equivaléncia légica e o bi-condicional
se tratam do mesmo operador, podemos construir tabelas verdade para ambos de forma
idéntica.

Exercicio: Crie uma funcao interpretagao e forme 5 proposi¢oes que exemplifiquem cada

uma das operagcoes, analisando como as valoragoes refletem na proposicao em portugueés.

3.2.2 Tautologias, Contradicoes e Contingéncias

Vamos categorizar as proposigoes em trés categorias. Elas poderao ser Tautologias,
Contradicoes ou Contingéncias. No CPC, quando possivel®, descobriremos isso pela sua

tabela verdade. Vamos as definigoes:

DEFINIQAO 3 Dizemos que uma proposicao € uma tautologia quando é verdadeira

em todas as valoragoes possiveis.

DEFINIQAO 4 Dizemos que uma proposicao ¢ uma contradicao quando € falsa em

todas as valoracoes possiveis.

DEFINIQAO 5 Dizemos que uma proposi¢ao € uma contingéncia quando € verdadeira

em pelo menos uma valoragao, e falsa em pelo menos uma valoragao.

8Quando possivel porque, quando tratamos de proposicdes com muitas constantes envolvidas, a tabela
verdade fica grande de mais para um ser humano (ao contrério de um computador) construi-la num
periodo de tempo razoavel. Imagine construir uma tabela verdade para uma proposicao de 7 constantes.
A tabela verdade terd 128 linhas.
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Exemplos: Vejamos qual a categoria da proposi¢ao X — (Y — X):

Y X | X— (Y —>X)

HoE g <
< b <<
< = <4<
< < <<

Portanto, X — (Y — X) é uma tautologia.’

Vejamos qual a categoria da proposicao X A —X:

X‘ﬁX‘X/\ﬁX
V| F| F

Portanto, X A =X é uma contradicao.'®

Vejamos qual a categoria da proposigao =(=X — YY) — Y Vv -X:

-X|Y | - X —=Y —|(—|X—>Y) -YVv-X —|(—|X—>Y)—>—|Y\/—|X

S HE IR SR S
SRS IR SHENS

< = < m
H < < <

< < ==
< = = 4
< < < H
< < < <

Portanto, =(=X — Y) — =Y vV =X é uma tautologia.

E de suma importancia perceber que a negacao de uma contradicao ¢ um tautologia
e que qualquer proposicao da forma X A =X ¢é uma contradi¢ao. Segundo o principio da
nao-contradi¢ao, devemos rejeitar qualquer hipétese que leve a isso. Chamaremos também
(como em matemadtica) uma contradigao de absurdo.

Exercicio: Forme 3 contingéncias e faca suas tabelas verdade.

3.2.3 Principais tautologias

Todas as equivaléncias légicas sao tautologias,'! mas nem todas as tautologias sao
equivaléncias légicas. A tltima tabela verdade que fizemos evidencia isso. Usemos o
simbolo “=" para sinalizar que o antecedente “implica logicamente” o consequente, num
sentido similar ao da equivaléncia logica. Ou seja, no caso da tultima tabela verdade,
tivemos uma implicagao logica. Obviamente, “=" e “—” se tratam do mesmo operador,

utilizados para fins levemente diferentes. Veremos agora algumas das tautologias mais

9Conhecida como Prefiracdo.

Quando, numa demonstracao, se conclui algo como X A =X, dizemos que a(s) hipétese(s) foram
reduzidas a um absurdo.

1Como antes ressaltado, “<” e “4+” se tratam do mesmo operador.
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importantes.'? Considere X, Y, e Z proposi¢oes de qualquer tipo (simples ou compostas):

Principio de identidade

Principio de nao contradi¢ao
Principio do terceiro excluido
Comutatividade da disjungao
Comutatividade da conjuncao
Comutatividade do bi-condicional
Associatividade da disjuncao
Associatividade da conjuncao
Associatividade do bi-condicional
Distributividade

Idempoténcia da disjuncao
Idempoténcia da conjung¢ao

Leis de De Morgan

Dupla Negacgao
Equivaléncia do condicional

Equivaléncia do bi-condicional

Contraposi¢ao
Exportacao/Importagao
Modus Ponens

Modus Tollens
Silogismo disjuntivo
Silogismo hipotético
Refutacao por absurdo

Demonstracao por absurdo

X=X

ﬂ(X/\ﬂX)

X VX

XVY &YVY

XNY SYANX

(X «YV)e (Y« X)
XVvYVvZ)e (XVY)vZ
XAYAZ)s (XAY)ANZ
XeoYeld)eo(XeY)e s
XANYVZ)s (XANY)V(XAZ)
XVYANZ)e (XVY)N(XVZ)
XVX&eX

XNX&eX

(X AY) e X VY
ﬁ(X\/Y)<:>—|X/\—|Y

—X &Y

X—=Y)e - XVY

XeY)e (XAY)V (=X A-Y)
XeY)e (X =Y)AN (Y = X)
X—=Y)&e (Y - -X)

(XANY - 2)e (X = (Y = 2))
XNX—=Y)=Y

YA (X =Y) = -X
(XVY)A-X=Y

(X =>Y)IANY—=2)=(X—2)
(X =2 Y)AN (X —Y)= X
(

(
(
(
(

-X — ()= X (C éuma contradi¢ao qualquer.)

A seguir, voltaremos a falar sobre argumentacao e, a partir das tautologias que vi-
mos, apresentaremos meios para argumentar formalmente através de regras. Aplicaremos

nossos resultados nos sistemas de dedugao que veremos nas secoes 3.3 e 3.4.

3.2.4 Consequéncia logica

Jé falamos de inferéncia na se¢ao 1.3 e, como dito, inferéncia se trata de uma afirmacao

nova baseada em fatos anteriores. Esses fatos sao proposi¢oes, onde um conjunto delas nos

2Dentre elas, as que dardo fruto, posteriormente, as regras de inferéncia (as quais receberdo os mesmo
nomes das tautologias).



3.2. VERDADE 29

dard (ou nao) a possibilidade de concluir algo novo. Esta se¢ao introduzird uma notagao
para uma consequéncia advinda de um conjunto de proposigoes. Sera suficiente, para os
fins do minicurso'?, fazer as consideracoes dos pardgrafos seguintes.

Como dissemos, o conectivo “<” representa o mesmo ente 1égico do conectivo “<”.
Agora volte a lista de tautologias da segdo anterior (3.2.3) e perceba, na linha da equi-
valéncia do bi-condicional, que X < Y é o mesmo que X — Y “” Y — X. O que
nos permite afirmar que X < Y é o mesmo que X = Y “¢” Y = X. Perceba, ainda,
que essa equivaléncia reflete o fato de que X ¢ condicao suficiente para Y e Y condigao
necessaria para X, o que nos fornece X = Y, e, ainda, que Y é condicao suficiente para
X e X condicao necesséria para Y, o que nos fornece Y = X .14

Fizemos isso pelo seguinte motivo. Considere a implicagao légica (X = Y), onde X
e Y sao proposicoes de qualquer tipo. O antecedente X ¢é suficiente, ou me fornece base
suficiente, para Y. Ou seja, podemos conseguir Y com X. Introduziremos o simbolo “F”
para representar, num sentido parecido ao da implicacao légica, o que chamaremos de
consequéncia logica. A diferenca é que, onde se colocaria o antecedente na implicacao,
aqui nao sé poderd estar uma proposicao, mas um conjunto delas. Quando o conjunto for
unitario, a consequéncia légica sera tratada de forma idéntica a implicagao légica que ja
conhecemos. Ao utilizarmos a consequéncia légica, teremos algo como {X, Y} + Z. Por

exemplo:

{A= B, CV-A, (-BAC)— AYFCVB

Por hora, para saber se uma proposi¢ao ¢ consequéncia légica de um conjunto de
proposicoes, basta conjugar cada elemento do conjunto, formando uma sé proposicao.
Dessa forma ficamos com um conjunto unitario, o que nos permite tratar a consequéncia
da mesma forma da implicacao logica, isto é, fazer uma tabela verdade e verificar se
temos uma tautologia. O leitor percebera que isso é o mesmo que colocar cada elemento
do conjunto em uma coluna, ja que irfamos fazer isso mesmo ao destrinchar a proposicao

715 na valoracao em que

que irfamos conjugar. Dessa forma, o conjunto sera “verdadeiro
cada elemento do conjunto for verdadeiro. Por exemplo, podemos reduzir o exemplo

anterior a proposicao
(A= BYA(CV=A)A((=BAC) = A) = CV B

Exercicio: Faca a tabela verdade desta proposicao e diga se ela é uma tautologia, uma

contradicao ou uma contingéncia.

BIsto é, sem se aprofundar no assunto mais que o necessario.

T embre-se sempre que as proposicdes relacionadas no bi-condicional sdo necessérias e suficientes uma
para a outra.

5Note que verdadeiro ndo é uma caracteristica do conjunto inteiro, mas de cada elemento. Com
“conjunto verdadeiro” queremos dizer “conjunto de proposicoes verdadeiras”, em outras palavras, que
a conjuncao feita com cada elemento do conjunto de proposigoes é verdadeira se, e somente se, cada
elemento for verdadeiro.
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Trabalhando ainda com o exemplo anterior, vamos construir a tabela verdade dessa
consequencia logica sem reduzi-la a uma implicacao. Para simplificar, vamos dar niimeros

aos elementos do conjunto:
e A»>B=1
e ('V-A=2
e (BANC)—A=3
e {A—> B, CV-A (-BANC)— A} =T
e CVB=A

Podemos construir nossa tabela verdade da seguinte forma:

AlB|C|-A|-B|1|2|3|T'|A|TFA
VIV|V|F | F |V | VIV V|V \%
V/IV|F| F | F |V|V|V|F|V \%
VIF|V|F |V |F| V| V| F|V \%
F|V|V|V F V|V IV V|V \%
VF|F F |V |F F|V|FF \%
F|IV|F|V F V|V V| V|V \%
F|F| V|V V | V|VIF|F|V \%
F|F| F|V | V| V|V V|V|F F

Note que a verdade de I' decorreu da verdade de todos seus elementos. Note, ainda,
que a ultima coluna, I' F A, foi tratada como um condicional. Falhando apenas na
ultima linha, concluimos que C'V B nao é uma consequéncia légica do conjunto {A —
B, CV—-A, (-BAC)— A}, como o leitor deve ter percebido com o tltimo exercicio.

Indicaremos este fato assim:
{A—= B, CVv-A (-BANC)— A} CVB

Como voce percebeu, este método de verificagao nao é algo pratico. As vezes o proce-
dimento traz consigo uma tabela verdade longa (se tiver muitas constantes envolvidas) e
larga (se os elementos conjugados forem proposi¢oes “bem” compostas). Ao contrario de
um computador, para um ser humano o procedimento pode ficar enfadonho, ou até mesmo
impossivel de ser realizado num periodo de tempo razodvel. Mas ha uma boa noticia! Es-
tudaremos procedimentos de prova muito mais eficazes adiante, o que possibilitara realizar
esses e outros procedimentos de forma muito mais elegante e curta.

Até agora nds vimos que podemos reduzir uma consequéncia légica a uma implicagao

légica. Ora, podemos também fazer o caminho contrério sem problemas. Na realidade,
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o caminho contrario ¢ muito mais comum na légica. Podemos, por exemplo, reduzir o

Modus Ponens que vimos na lista de tautologias a uma consequéncia légica. Tinhamos
XANX—=Y)=Y

e ficamos com

(X, (X 5 Y)Y

Facamos, agora, uma analogia da consequéncia légica com a argumentagao formal.
Veja a semelhanca do modus ponens na forma consequéncia légica com o argumento
da mortalidade de Sécrates que demos na secao 1.3. Podemos dizer que o conjunto de
proposicoes é um conjunto de premissas, e que a proposicao consequéncia é a conclusao
do argumento. Mas como foi possivel inferir Y a partir deste conjunto? Através de uma
Regra de Inferéncia que, claro, chamaremos de Modus Ponens. Trataremos destas regras

mais detalhadamente na secao 3.4.2 adiante.

3.3 Tablos Semanticos (Semantic Tableaux)

Veremos agora nosso primeiro mecanismo de prova. E 0 método de Provas por Tablos.
Examinaremos todas as possibilidades de verdade de proposicoes e consequéncias légicas
(apds supor que sao falsas) a fim de encontrar tautologias. O método é mais elegante (e
divertido) do que as tabelas verdade. E importante ressaltar que, com a prova por tablo,
podemos saber se temos ou nao uma tautologia. No entanto, nada é concluido a respeito

de contradig¢oes ou contingéncias. Para certificar-se disto, a tabela verdade é necessaria.

3.3.1 Introduzindo os tablos

Saber a verdade de cada operador ¢ suficiente para realizar demonstragoes por tablos.
Os tablos funcionam da seguinte maneira (nos ocuparemos com o inicio do tabloé mais
adiante). Teremos linhas com proposigoes falsas ou verdadeiras. Isso serd indicado com
V ou F no inicio da linha. Se a proposicao é minimamente composta, hé trabalho a fazer.
Linha por linha, proposi¢ao por proposicao, vamos analisar as possibilidades de verdade
delas. Se houver apenas uma possibilidade de verdade, ela serd descrita em outra linha
abaixo. Se houver mais de uma possibilidade, abriremos ramos para acomodar todas elas.
Por exemplo, se “V X AY” esta numa linha, entao temos apenas uma possibilidade, isto

é, tanto X quanto Y sao verdadeiras. Neste caso devemos colocar “V X” numa linha
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abaixo e “V Y” em outra. Assim:

V XAY
V X
V'Y

Por outro lado, se “F X AY” estd numa linha, entao temos duas possibilidades, pois se
uma conjuncao ¢ falsa, ao menos uma das proposicoes relacionadas sao falsas. Neste caso,
abriremos dois ramos e acrescentaremos uma linha com “F X” em um deles e uma linha

com “F Y” em outro, assim:

F XAY
/\
FX FY

Acrescentaremos o seguinte detalhe. As linhas das proposigoes ja utilizadas (“destrincha-
das”) acrescentaremos um “check” v no fim. Faremos isso para indicar que ja usamos
essa linha e nao precisaremos mais nos ocupar com ela. Isso evitara a tarefa de analisar

quais linhas ja trabalhamos ou nao. Os tablos anteriores ficam assim:

V XANY V
vV X
V'Y

F XA\NYV
/\

FX FY
A possibilidade de, como no exemplo, a partir de V. X AY, acrescentar uma linha com
V X e outra com V Y, isto é, a possibilidade de acrescentar linhas com informacoes mais
imediatas a respeito das proposigoes, é estabelecida por regras, como veremos na se¢ao

seguinte.

3.3.2 Regras de Construcao de Tablos

Veremos agora todas as chamadas Regras de Construgao de Tablos que usaremos
para realizar provas por tablos. Daremos todas as situagoes que necessitaremos para
trabalhar com o CPC (posteriormente falaremos sobre tablos para o CQC). Vimos, na
secao anterior, duas das regras. Uma para o caso em que tivermos numa linha uma

conjuncao verdadeira, e outra, para quando a conjuncao for falsa. O fato é que cada
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operador terd uma construcao interna, pois cada proposicao aliada a um operador é uma
proposicao composta. Vejamos como ficam as regras para os que vimos, e para os demais
operadores (a proposi¢ao que estd na linha/ramo abaixo do sublinhado da proposigao

marcada com o v foi derivada desta):

V-X Vv F-XV VXAY V FXAY V
FX V X V X N
VY FX FX
VXVYV FXVY Vv VX->YV FX->Y/V
N F X N VX
VX VX FY FX VY FY
VXYV VXYV
N PR
VX FX VX FX
VY FY FY VY

Vamos comentar cada uma rapidamente. Sempre, na prova por tablo, serao analisadas
todas as possibilidades de verdade. Na primeira e segunda regra temos que a negacao
de uma proposicao verdadeira é uma proposicao falsa, vice-versa. Isso decorre
daquele principio logico fundamental. Para a conjunc¢ao, como ja haviamos comentado
sobre verdade conjunta, temos que uma conjuncao serd verdadeira quando cada proposicao
conjugada for. Ou seja, a verdade de uma conjuncao implica a verdade conjunta
de ambas as proposicoes conjugadas. E, como ja sabemos, a falsidade de uma
conjuncgao implica a falsidade de pelo menos uma das proposi¢oes conjugadas.
De maneira similar, poderemos pronunciar a verdade disjunta como a verdade de uma
disjuncao implica a verdade de pelo menos um das proposicoes disjuntadas,
e a falsidade de uma disjuncao implica a falsidade de ambas as proposigoes
disjuntadas.'¢
Exercicio: formule uma frase para a verdade e outra para a falsidade de cada operador

que falta comentar (condicional e bi-condicional).

3.3.3 Provando formulas

A seguir, veremos como realizar provas por tablos de proposicoes quaisquer. Mas

antes, vamos dar duas defini¢oes, para expandir um pouco nosso trabalho, e um famoso

16Estas regras de construciao decorrem diretamente da definicao de cada operador ou de alguma tauto-
logia, portanto, ao demonstrar as tautologias, estaremos, indiretamente, mostrando regras de construgao
de tablos. Provaremos algumas tautologias posteriormente.
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teoremal”:

DEFINIQAO 6 Uma expressao p € uma formula se é uma proposicao.

TEOREMA 1 Teorema de Correcao e Completude — Uma formula o é uma

tautologia se, e somente se, existe uma prova por tablos de .
DEFINICAO 7 Uma férmula o é vdlida se, e somente se, é uma tautologia.

Devido a defini¢ao 7, procuraremos demonstrar se formulas sao vélidas. Para realizar
uma prova por tablos, vamos (sempre) supor que a férmula em questao é falsa e, entao,
recorrer as regras de construcao para, com elas, destrinchar todos os operadores. Caso
encontremos qualquer absurdo num ramo que derivamos (linhas contraditérias), vamos
colocar um X para indicar que este ramo estda fechado. Entao nos ocuparemos com os
demais ramos. Se, ao destrinchar todos as operagoes de todos os ramos, conseguirmos
fechar todos eles, a prova esta concluida, isto é, a hipdtese inicial deverd ser descartada, o

que implica que a formula ¢ valida.'® A regra para o fechamento do tablo é a que segue:

V X
F X
X

Vejamos como provar por tablo que a formula X AY — X é valida. Vamos comecar nossa

demonstracao colocando nossa formula na primeira linha e supondo que ela é falsa:
FXANY - X

Agora, da regra para falsidade de implicagoes, acrescentaremos as duas linha seguintes, e

indicaremos que ja utilizamos a féormula inicial com o v':

FXANY =XV
VXAY
F X

Note que nada podemos fazer com a terceira linha, pois nao ha operadores. Agora,

utilizando a regra da verdade da conjuncao, podemos derivar mais duas linhas da segunda

17A demonstracdo deste teorema é demasiada avancada. Trazé-la aqui fugiria dos objetivos do mini-
Curso.

8Note que, ao fazer isso, prova-se que esta férmula nunca é falsa — veja o absurdo gerado ao supor
que ela poderia ser falsa — e, portanto, é uma tautologia.
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linha. Lembrando de marcar a conjuncao utilizada com o v':

FXANY =XV
VXAY V
F X
V X
VY

Veja que temos uma linha afirmando que X é falso e outra que é verdadeiro. Ora, estamos

diante da situacao requerida pela regra para fechar o tablo. Portanto, temos:

FXANY =XV
VXANY V
F X
V X
VY
X

e a prova esta concluida. X AY — X é, de fato, uma férmula valida.

Vejamos um exemplo com ramos. Vamos verificar se a férmula (X V X) — X é
uma tautologia. Vamos supor que esta proposicao seja falsa e entao adicionar, segundo
aquela regra de construgao (confira na lista), uma linha com o antecedente marcado como

verdadeiro e o consequente como falso. Assim, temos:

FXVX—=>XV
VXVX
F X

Segundo a regra para a disjuncao verdadeira, vem:

FXVX—=2XV
VXVXV

F X

RN
VX VX
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Devido a falsidade anterior do X, temos uma contradicao e ambos os ramos fecham:

FXVX—=>XV
VXVvX

F X

N
VX VX

X X

Concluimos, entao, que a formula X V X — X ¢ vélida. Note que demonstramos metade
da tautologia Indempoténcia da Disjuncao da lista. Se quisermos mostrar o restante,

devemos provar o sentido inverso da implicagao, isto é, X — X V X (Exercicio).

Vejamos um exemplo mais complexo. Vamos verificar se a formula (Y — Y) vV (X A
—X) é valida. Temos:
F-(Y-=>Y)V(XA-X)V
F (Y > Y)
FXA-X

E agora? Qual proposicao derivar primeiro? Veja que, destrinchando primeiro a conjuncao
falsa, temos:
F-(Y=>Y)V(XA-X)V
F-(Y —=Y)
FXAN-XV
N

FX F-X
Se quisermos, agora, destrinchar a falsa negacao da implicagao, devemos derivar nos dois
ramos, pois a férmula esta acima da bifurcagao e, por isso, pertence a ambos os ramos.
Como, segundo a regra para a negagao, nao abrimos mais bifurcacoes, note que o melhor
era ter desenvolvido a negacao primeiro. No geral, seguir a seguinte regra pratica pode

agilizar nosso trabalho:

Regra pratica para tablos: Derive o maximo que puder bifurcando o minimo.
Isso podera ser feito destrinchando primeiro negacoes, conjuncoes verdadeiras e dis-
juncoes falsas. Dessa forma, evitaremos ter varios ramos para derivar neles. E ainda
pode ocorrer de derivarmos uma contradigao mais rapidamente (até mesmo antes de
abrir ramos que poderfamos ter aberto se derivassemos de outra forma), fazendo com

que nosso tablo fique menor.
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Fazendo da forma mais rapida, ficamos com:

F-(Y—=>Y)V(XA-X)V
F-(Y—-Y)V
FXAN-XV
VY=YV

N

VY FY

/\ /\
FX F-X FX F-X

Se derivarmos as tultimas negacoes, nao havera mais o que derivar, pois todas as féormulas
irao ter sido utilizadas. Isso sem encontramos alguma contradigao. Acrescentaremos uma

interrogacao ao fim de cada ramo para indicar que nao ha mais o que fazer:

F-(Y—=>Y)V(XA-X)V
F-(Y—-Y)V
FXA-XV
VY ->YV

N

VY FY

/\ /\
FX F-X FX F-X

? VX ? VX
? ?

Concluimos, entao, que a férmula nao ¢é valida.
Exercicio: Construa uma tabela verdade e verifique que esta féormula nao é uma tauto-

logia. Descubra, entao, se ela é uma contingéncia ou uma contradicao.

Obs.: Para provar que uma proposi¢ao nao é consequéncia logica de um conjunto
de premissas, devemos citar uma valoracao onde, em “I' = A”, se tenha “I'” falso e
“A” verdadeiro. Isso porque “I' = A” afirma que “A” é verdadeira, qualquer que seja

a valoragao de “I'”, e para refutar teses deste tipo basta um tinico contra exemplo.

EXERCICIOS
1. Verifique se as seguintes férmulas sao validas utilizando tablos:

(a) Exercicios a coletar
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(b) Exercicios a coletar
(¢) Exercicios a coletar

(d) Exercicios a coletar
2. Demonstre por tablos a validade das seguintes tautologias:

Exercicios a coletar
Exercicios a coletar
Exercicios a coletar

Exercicios a coletar

3.3.4 Provando consequéncias légicas

Finalmente, vamos construir tablos para provar uma consequéncia légica (o que nao
sera muito diferente do que fizemos com as férmulas). Vamos acrescentar o seguinte

teorema:

TEOREMA 2 Uma férmula A é consequéncia l6gica'® de um conjunto de férmulas T

se, e somente se, existe uma prova por tablos de I' - A.2°

Como ja sabemos, “+”, “=" e “—” sao semelhantes, verdadeiramente falando (“="
e “—” s@o iguais). Vale reforcar que a verdade de uma consequéncia logica I' H A é
tal qual a verdade de uma implicacao. Isto é, I' = A serd falso somente quando I" for
verdadeiro?! e A falso. Na prova por tablo, o que faremos é supor exatamente isso. Se
encontrarmos algum problema (uma contradi¢ao) apds supor que A é falso, concluiremos,
por absurdo, que A é, de fato, verdadeiro. Caso nao encontremos algum problema na
hipotese, entao estard provado que a conclusao nao é consequéncia logica das premissas.
Exercicio: Analise a relagao que este procedimento tem com a tautologia da ultima linha
da lista da secao 3.2.3.

Vejamos como fica a demonstragdo da consequéncia {(X VY),-X} F Y. Para cons-
truir a base da demonstracao, a partir da qual comegaremos aplicar as regras de cons-
trugao, vamos dispor nossa consequéncia légica na primeira linha, afirmando que Y nao
¢ consequéncia logica de {X V Y), =X} (usando /) e, nas linhas abaixo, tomar como

verdadeira cada uma das proposicoes do conjunto. Na outra linha, vamos tomar como

90 conceito de consequéncia tautolégica nao foi introduzido no minicurso para simplificar e facilitar
o aprendizado.

20 Assim como o teorema 1, ndo demonstraremos este teorema.

21Tsto é, quando cada elemento do conjunto for verdadeiro
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falsa a conclusao. Nosso tablo fica assim:

{(XVY),-X}Y
VXVY
V =X
FY

E mais pratico trabalhar primeiro a negacao. Segundo a regra para negagao verdadeira,
temos:
{(XVY),-X}FY
VXVY
VvV -X Vv
FY
F X

Agora, note que, como a regra da verdade da disjuncao nos dird que X é verdadeiro ou Y
¢é verdadeiro, mas ja temos X e Y como falsos antes, ambos os ramos que se abrirao vao

fechar. Nosso tablo fica assim:

{(XVY),-X}FY
VXVY
V =X
FY

FX

N
VX VY

X X

Dai, pelo fato de que supor {(X VY),=X} I/ Y gera uma absurdo, concluimos que
{(XVY),-X} F Y. Assim, a tautologia Silogismo Disjuntivo fica demonstrada por
tablo.

Perceba que, salvo algumas pequenas mudancas, o processo é o mesmo do anterior,
quando tratamos apenas com proposicoes. Vamos fazer alguns exercicios e, entao, ver o
proximo procedimento de prova. O melhor, mais pratico e mais elegante método dedutivo

que mostraremos aqui.

EXERCICIOS
1. Verifique por tablos se as seguintes consequéncias logicas procedem:

(a) Exercicios a coletar

(b) Exercicios a coletar



40 CAPITULO 3. O CALCULO PROPOSICIONAL CLASSICO (CPC)

Exercicios a coletar
Exercicios a coletar
Exercicios a coletar
Exercicios a coletar
Exercicios a coletar
Exercicios a coletar
Exercicios a coletar

Exercicios a coletar

3.4 Deducao natural no CPC

O método de prova que mostraremos agora nao requer valores de verdade. A partir
de algumas proposicoes iniciais, deduziremos outras atravéz de algumas regras logicas,
sem precisar nos preocupar com valoragoes ou conteiddo (sentido) das proposigoes. As
formulas que quisermos provar se seguirao de forma natural das premissas. E com o
método de Dedugao Natural que provaremos varias tautologias, e provaremos varias outras
consequéncias logicas.

Assim como nos tablos, na deducao natural nds iremos dispor formulas de uma deter-
minada maneira e derivar outras em linhas abaixo utilizando regras. Porém, a estrutura
aqui é mais elegante por possibilitar uma demonstracao parecida com uma lista de proce-
dimentos, e por incluir, na prova, todas as informacgoes necessarias sobre regras utilizadas.
O método de dedugao natural é superior ao dos tablos em varios aspectos (muitos dos
quais nao falaremos aqui), como a possibilidade de formular hipteses na demonstragao.
Além disso, quando falarmos de quantificadores no préximo capitulo, o leitor percebera

que os tablos nao dao conta de algumas proposicoes quantificadas.

3.4.1 Introduzindo a Deducao Natural

Por hora, mostraremos apenas como utilizar o método da deducao natural para de-
monstrar consequéncias logicas. Podemos ilustrar a viabilidade de uma método ainda mais

pratico do que os tablos supondo que tenhamos que mostrar a seguinte consequéncia:

Consequéncia Légica 1 {P — (QAC), (QNC) — D, D — (EV(—-E — F)),P,-E} -
F

Note que um tablo para a consequéncia légica 1 seria bem trabalhoso (Exercicio). Com o
método da dedugao natural, este processo ficard mais simples. Conseguiremos demonstrar
de maneira mais compacta.

Exercicio: Quantas linhas teria uma tabela de verdade para a consequéncia logica 17
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A estrutura da deducao sera composta por linhas enumeradas. O nimero de linhas
dependera do tamanho da demonstracao. Cada linha contard com seu nimero, seguido
de uma proposigao e, em seguida, da justificagdo desta. Separaremos a numeracao e as

proposigoes com uma linha vertical. Teremos algo como:

1| Premissa 1 Indicacao da premissa 1
2| Premissa 2 Indicacao da premissa 2
3| Proposicao Justificacao desta linha
n| Conclusao Justificativa da conclusao

Para comegar uma deducao, iremos dispor as proposicoes do conjunto uma em cada
linha, informando a direita (com P) que se tratam de premissas. Na tltima premissa, a
informacao a direita serd “P / ? C”, onde C é a conclusao a que queremos chegar. A

demonstracao da consequéncia légica 1 fica assim iniciada:
{P—=>(@QNC), ( QNC)— D, D— (EV (~E — F)),P,-E}F F:

P—(QANC)
(QNC)— D

D— (EV(-E—F))
p

-F

N IR U
s~ A v B v A v

/7 F

Agora veremos quais sao as regras que utilizaremos para, assim como com os tablos,

realizar nossas deducoes.

3.4.2 Regras de Inferéncia Diretas

Na argumentagao da dedugao, poderemos ter uma determinada “situacao légica” da
qual poderemos inferir coisas novas (derivar novas férmulas). Ao conjunto situacao-
afirmacao da-se o nome de Regra de Inferéncia. Na secao 1.3 demos um exemplo de
argumento (sobre a mortalidade de Sécrates) que se utiliza de uma regra de inferéncia
(das mais importantes) para inferir a conclusdo. A regra utilizada é chamada de Modus
Ponens, justamente por derivar da tautologia de mesmo nome que consta na lista da secao
3.2.3.

Como sabemos, podemos reduzir uma tautologia a uma consequéncia légica. Fazendo

isso, fica assim escrito o Modus Ponens:

{(X =Y, X}+HY
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de onde derivamos nossa primeira regra de inferéncia. As proposicoes do conjunto serao
suficientes para acrescentar a conclusao numa nova linha. Podemos escrever essa primeira

regra assim:

Modus Ponens: MP
X =Y
X
nY

Dessa forma, devemos ter uma premissa em cada linha, e a conclusao em uma linha
abaixo, sem esquecer de escrever a justificativa da conclusao. No caso do Modus Ponens,
a justificativa sera “MP m,n”, onde m e n serao os numeros das linhas das premissas uti-
lizadas. Claro que, no caso de uma regra que nao precise de duas premissas, mas apenas

de uma, vocé devera indicar apenas um numero. Na deducao, teremos algo como:

n
n+1ll X =Y Justificativa
n+2 X Justificativa
n+3Y MP,n+1,n+2

Como exemplo, podemos aplicar esta regra de inferéncia na demonstragao da consequéncia
logica 1, pois temos o necessario na linha 1 e 4. Derivemos, entao, uma sexta linha utili-

zando o modus ponens:

{P—=(QAC), (QAC) =D, D— (EV (-E — F)),P,~E} b F:

LLP—=(QNC) P
2/ (QNC)— D P
3| D= (EV(-~E —F)) P
41 P P
5| —E P/?F
6| QANC MP, 14

O modus ponens é uma das chamadas regras de inferéncia diretas. Foi essencial ter
percebido que tinhamos, em linhas anteriores, premissas suficientes para aplica-lo. Assim
como fizemos com os tablos, listamos algumas das regras de inferéncia diretas abaixo.
Se, no processo de deducao, tivermos as proposicoes que estao acima da barra horizontal,

podemos inferir (isto é, acrescentar em outra linha) a proposigao que estd abaixo.



3.4. DEDUCAO NATURAL NO CPC 43

Dupla Negagao: DN Modus Ponens: MP Conjungao: C
=X X X =Y X
X =X X Y
Y XANY
Separacao: S Expansao: E Silogismo Disjuntivo: SD
XANY XNY X X XVY XVY
X Y XVY YVX =X -Y
Y X
Condicionais para bi-condicional: CB Bi-condicional para condicionais: BC
X =Y X &Y X &Y
Y - X X =Y Y = X
X &Y

Antes de passar aos exercicios, vamos demonstrar o restante da consequéncia logica 1:

(P> (QAC), (QAC)— D, D— (EV (=E — F)),P,~E} - F:

11 P—=(QAQC) P
2| (QAC)—D P
3| D= (EV(-E—=F)) P
4 | P P
5 | -E P/?F
6| QAC MP, 1.4
7| D MP, 2, 6
8 | EV(—E — F) MP, 3, 7
9 | -F—=F SD, 5, 8
10| F MP, 5, 9

E estd acabada a dedugao, isto é, mostramos que F é consequéncia de {P — (Q A
C), (QNC)— D, D — (EV (-FE — F)),P,—~E}. Note que, no processo de dedugao,
nos transformamos féormulas de forma a obter o resultado desejado. Devido a isso, mui-
tos autores referem-se as regras de inferéncia como regras de transformagao. Com muita
pratica, isto é, resolvendo muitos exercicios, o leitor se acostumard com o formato da
deducao, e comegard a perceber facilmente quando temos (ou o que falta para termos) o
suficiente para aplicar umas das regras de inferéncia. Entender como cada regra funciona
é essencial. A pratica as tornara suas amigas, e estas darao grandes contribuigcoes ao seu
raciocinio e sua argumentagao durante toda sua vida académica (e até mesmo cotidiana).

Os exercicios que faremos agora ajudarao nessa tarefa.
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EXERCICIOS

1. Diga qual regra de inferéncia foi utilizada para deduzir a conclusao das premissas.

(a) {LAB}F B

b) {G—-HAG}FH

(c) {A}F AV K

(d) {B,D}+-BAD

(e) {(~J,FVJ}FF

(f) {P > B,B— P}-P& B

(g) {—~(RVQ)}FRVQ

() {(RV M) < ~(C = A} E(RVM) = ~(C— A
i) {P=Q}F (A B)V (P = Q)

() {(P=>T)A(AV-—R)}FAV-—R

(k) {~P = (7QVT),(=QV T) = ~P}F P ¢ (-Q V T)

2. Justifique cada passo das deducoes abaixo:

1| (AVB)—=C p 11lA—B p

2[ CAA P 20CV(B—A) P

3l A 3| D— —=C P
(a) 4| AVB (b) 4/ EAD P

5| C 5| =C

6| ANC 6| B— A

T (AVB)AN(ANC)) 71 A+~ B
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—|—|A/\(B—)C)
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B—C

D

DV F
(B—=C)N(DVF)
G

E

——A

A

GANA
(GNA)NE
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— = =
N = O
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(=B — —A) < (CV D)
D

-B

AV (T V—-—=Q)
(VVD)— (=B — —-A)
CvD

-B—-A

-A

TV-=Q

10 (TV—-—Q)VR

© 00 N O T = W N

(B=C)AN(DVF))—G

oW 97 T T

© 0 I O O = W N

— =
N = O

© 00 I O U e W NN

10

B+ A
(BVC)— (EVQ)
(BANA)—C
-F

B

B— A

A

BANA

C

BvC
EvVQ

Q

~(PAB)— T
TV (m—AN-C)
A—-FE

-(P A B)

-7

——AN-C

——A

A

-F

(A— -FE)AN-E

W 7 U T

3. Demonstre as seguintes consequéncias légicas pelo método da dedugao natural:

(a) {PLV P,mPi} F Py
(b) {P, B} PN Py
(c) {PL = P,,Pi} - PN\ Py
(d) {P, < P, P} - Py

(e) {1 NQs}FQ1VEB

(f) {Rv-P,-—P}FR

)
)
{PPANP} P, AP

g

(g)
()

i) {(RVC) —=,——=P,C}F P

{(P1—>R1>/\P1—>F,P1}}_R1/\F

45

> aviiac R v
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0 {(PVQ)AC,-Q}F P

k) {(FA—=>P)AN(P—>-A)}F-A« P

1) {-PV(QVR),~—PAN-Q,R— D}+FD

(m) {AQF < RAANRYEFFAQ

(n) {P—> (A< B),CVD,D—-—-P-CANB}FA

3.4.3 Regras de Inferéncia Hipotéticas

O que uma regra de inferéncia anuncia? Que se tivermos tais e tais condic¢oes, pode-
mos concluir tais e tais coisas. Isso também acontece nos teoremas matematicos quando,
por exemplo, tomamos uma fung¢ao, supomos algumas condicoes e entao deduzimos um
resultado. Esta demonstracao esta apoiada numa hipdtese inicial, onde o resultado se se-
gue sempre que a hipétese for satisfeita. Na deducao natural, a demonstracao da grande
maioria das tautologias requer hipoteses. No geral, como em matematica, podemos uti-
lizar hipoteses para realizar variados tipos de demonstracao. E muito comum, tanto em
matematica como em logica, se utilizar de uma hipdtese afim de gerar um absurdo. Na
deducao natural, além desta tarefa, utilizaremos as hipéteses para reduzir o que se seguiu
a uma implicacao.??

Esse tipo de hipdtese serd introduzido no método da dedugao natural de forma muito
simples. Para indicar que a linha que adicionamos a lista é hipotética, basta adicionar
outra reta vertical, colocar a proposicao a sua direita e justificar com H, indicando a
hipétese. Além disso, sublinharemos a hipdtese para facilitar sua visualizacao. Teremos
algo como:

" )
n + 1| Proposicao comum Justificativa

n+ 2| | Proposi¢ao hipotética H

Ao concluir a hipotese, vocé devera encerrar a reta vertical e adicionar a proposicao

que voce concluiu da hipétese numa linha comum da deducao. Havera uma alteracao na
indicacao das linhas utilizadas na justificativa das linhas da dedugao. Como nao utilizamos
“uma linha e outra linha”, mas sim, “de uma linha até outra linha”, indicaremos que a
hipdtese se seguiu da linha m até a linha n com “m-n”.

As regras de inferéncia hipotéticas se resumem a duas. A contradigdo (CTR), e a

reducao para condicional (RPC). Estas podem ser organizadas da seguinte maneira:

22Note que reduzir uma hipétese a uma implicacdo é, justamente, o que fazemos nos teoremas ma-
tematicos. Por exemplo, considere as retas a e b, e os planos a e 3, do espago. Vale a seguinte implicagao:

(a/fa, BDa, BNa=0b)=b/a

que nada mais é do que o teorema da existéncia de retas e planos paralelos.
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m| | X H/? RPC m| | X H/? CTR
n Y v n Contradicao
X =Y RPC, m-n - X CTR, m-n

Note que indicamos onde, a partir da hipétese, queriamos chegar. No RPC, apenas
deduzimos que, da hipdtese da linha m, decorre a proposicao da linha n. No CTR tivemos
que, ao supor X na linha m, obtemos uma contradi¢ao na linha n, o que nos fez negar a
hipdtese inicial.?® Exemplificaremos o uso de ambas estas regras demonstrando algumas

tautologias (ou regras de inferéncia).

3.4.4 Deducgao de novas regras de inferéncia

Como em qualquer ciéncia dedutiva, temos que considerar algumas regras primitivas,
das quais derivarao as demais. Note que as proposicoes se demonstram, mas € necessario
partir da validade de algumas (escolheremos as mais simples) para garantir a validade
de outras.?* As seguintes regras de inferéncia serdo tomadas como validas: DN (Dupla
Negacao), MP (Modus Ponens), C (Conjuncao), S (Separacao) ¢ E (Expansao). O leitor
podera garantir a validade de cada uma com uma tabela verdade (Exercicio). Como as
regras de inferéncia diretas decorrem das tautologias, caso demonstremos as tautologias
estaremos tornando vélidas as regras. Portanto, nossa tarefa sera demonstrar as féormulas

denominadas tautologias. Para isso, considere a seguinte defini¢ao:

DEFINIQAO 8 Uma formula o € um teorema se hd uma deducdo de o« do conjunto

vazio de premissas. Isto é, se O F «

Simbolizaremos este fato simplesmente por - a. Note que um teorema é uma tautologia
demonstrada (ou demonstravel.)Esta definigao coloca em termos formais que, por exem-
plo, para demonstrar X VX — X, comecaremos a dedugao com a hipdtese X V X, isto é,
sem acrescentar premissas, e tentaremos derivar X, donde utilizaremos o RPC para redu-
zir o que se seguiu da hipdtese a um condicional e concluir o teorema. As demonstracoes
que faremos a seguir exemplificarao fortemente o uso de hipdteses.

Vamos comegar demonstrando CB e BC. O leitor perceberd que a demonstracao é a
propria defini¢do de bi-condicional. Para CB, temos que provar que - (X — Y) A (Y —
X) — (X < Y). Comecaremos nossa demonstragao supondo o antecedente para tentar

derivar o consequente e, entao, terminar a demonstragao utilizando RPC:

2 Note que negar X é o mesmo que afirmar —X.

24Caso andlogo acontece com os casos de congruéncia de tridngulos. Existem os casos LAL, ALA,
LAAy, LLL e LLA,. Estes casos se demonstram, dai vem a necessidade de considerar um deles como
valido (geralmente o ALA, que é bem simples) para demonstrar os demais.
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1 | (X Y)A(Y =X) H/?RPC

Usando a defini¢cao de bi-condicional e o RPC, vem:

1 (X =>Y)AN (Y = X) H /7 RPC

2] | X &Y Def. Bi-cond., 1
(X =YVIANY =X)=» (X+Y) RPC, 1-2

E fica demonstrado que F (X — Y)A (Y — X) — (X « Y) é vélida. Agora para
o BC, temos que mostrar que (1) F (X < Y) = (X =Y)e(2)F (X «Y)— (Y — X).

Primeiro (1):

1| (XY H /? RPC
2 | (X = Y)AN (Y = X) Def. Bi-cond., 1
3] | X =Y S, 2

4 (XeY)= (X —=Y) RPC, 1-2

Agora (2)

1| (XY H / ? RPC

2 | (X = Y)AN (Y = X) Def. Bi-cond., 1
3l |V = X S, 2

(X +Y)— (Y = X) RPC, 1-2

Fica, entao, provado CB e BC, o que nos permite utilizar estas duas regras nas proximas

demonstragoes.

Vamos comegar nossas demonstragoes “mais trabalhadas” com a 22 Lei de De Morgan,
que tem uma demonstracao longa e, a primeira vista, complicada. Comec¢ando assim, o
leitor tera uma demonstracao que se utiliza de muitas hipdteses para analisar. Comen-
taremos cuidadosamente os passos. Pedimos que o leitor analise a deducao com calma a

fim de entender cada passo da demonstracao.

Queremos demonstrar que = =(X VY) < =X A =Y. Como se trada de um bi-
condicional, teremos que derivar uma implicacao nos dois sentidos para, utilizando a
regra BC, unirmos as duas implicagbes num bi-condicional. Iniciaremos a deducao su-
pondo, numa nova hipdtese, o antecedente da implicacao e, a partir dele, tentaremos
derivar o consequente. Se conseguirmos isso, usaremos a regra RPC para obter uma das

implicagoes que queremos:

;‘ ~(XVY) H/?RPC

Note que queremos uma conjuncao, isto é, =X A =Y. Para obter esta conjuncao, va-
mos tentar obter cada uma das proposigoes e conjuga-las. Uma das proposicoes é —.X.

Facamos, entao, mais uma hipotese. Vamos supor X e utilizar a Expansao para obter
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XVY:

1, | =(XVvY) H/?RPC
2 X H/? CTR
3 XVvY E?2

Perceba que a linha 1 e 4 sao contraditorias. Vamos, entao, conjuga-las. A contradicao

obtida nos permite negar a hipdtese, isto é, obter =X num ramo da hipdtese anterior.

Assim:

1 (X VY) H /7?7 RPC
2 X H/? CTR
3 XVY E, 2

4 (X VY)A (X VY) C, 1,3

5 =X CTR, 2-4
Vamos repetir o procedimento agora supondo Y:
1 (X VY) H /7 RPC
2 X H/? CTR
3 XVY E, 2

4 “(XVY)A(XVY) C, 14

5 =X CTR, 2-4

6 Y H/? CTR
7 XVY E, 6

8 (X VY)A(XVY) C, 1,7

9 Y CTR, 6-8

Agora, vamos conjugar =X com —Y e depois reduzir nossa hipotese inicial a um con-
dicional utilizando o RPC:

1 (X VY) H/? RPC
2 X H/? CTR
3| | [xvy B, 2

4 “(XVY)AN(XVY) C, 14

5 -X CTR, 2-4

6 Y H/? CTR
71 [xvy E, 6

8 (X VY)A(XVY) C, 1,7

9 Y CTR, 6-8
10| | =X A=Y C, 5,9

11| ~(XVY) = =X A=Y RPC, 1-10 LEMA 1

Temos, agora, que fazer o caminho de volta, ou seja, obter =X A =Y — (X VY).

Poderiamos fazer isso na mesma deducao, mas para deixar nossa demonstragao menor,
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chamaremos o resultado obtido de LEMA 1. Agora, em uma nova dedugao, vamos supor
—X A =Y hipoteticamente para tentar derivar =(X V Y). Acrescentemos, ainda, outra
hipétese. A de que X VY. O intuito, como antes, é derivar um absurdo e negar esta

hipétese, o que faria terminar a dedugao. Temos:

1| | =X A-Y H /? RPC
2 XVvY H/? CTR
3 --XVY DN,2

Na linha 3, aplicamos o DN para ficar com uma proposicao na forma =A V B. O intuito
é utilizar a definigdo do condicional, pois veja que =(—=X) VY é o mesmo que =X — Y.
Vamos ainda separar =X da primeira linha. Pois bem:
X A=Y H /7?7 RPC

XVY H/? CTR

—X VY DN, 2

X =Y Def. Cond., 3

- X S, 1

Ot = W N -

Como o leitor deve ter percebido, utilizaremos MP para obter Y. Note, ainda, que pode-
mos separar =Y da primeira linha, o que nos permite formar uma contradicao e negar a

hipétese. Procedendo dessa forma:

1 X AY H /7?7 RPC

2 XVY H/? CTR
3 —XVY DN, 2

4 -X =Y Def. Cond., 3
5 -X S, 1

6 Y MP, 4,5

7 -Y S, 1

8 Y ANY C, 6,7

9 (X VY) CTR, 2-8

Agora vamos utilizar a RPC para obter =X A =Y — (X VY'). Convocaremos, entao, o

LEMA 1 e terminaremos nossa demonstracao com o BC:
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1 X ANY H /7?7 RPC
2 XVY H/? CTR
3 —XVY DN, 2

4 -X =Y Def. Cond., 3
5 =X S, 1

6 Y MP, 4,5

7 Y S, 1

8 Y ASY C, 6,7

9 (X VY) CTR, 2-8
10 "X A=Y - =(X VY) RPC, 2.9
11| (X VY) = X A-Y LEMA 1
12 /(X VYY) "X AY BC, 10,11

Portanto, estd demonstrado o teorema, isto é, que = =(X VY) « =X A Y é vilida.

Temos, entao, mais uma regra de inferéncia para usar nas proximas demonstracoes:

22 Lei de De Morgan: DM2
—|(X V Y) X A-Y

X ANY ﬁ(X V Y)
Exercicio: Mostre a 12 Lei de De Morgan.

Listaremos abaixo as demonstracoes de alguns outros teoremas. Comentaremos sobre
a deducao ao fim de cada uma. Mostremos o SD, isto é, - (X VY)A-X — Y-

1 (XVY)A-X H/? RPC
2 XVY S, 1

3 -X S, 1

4 -Y H/? CTR
5 X A=Y C, 3,4

6 -(XVY) DM2, 5

7 (XVY)A=(XVY) C, 2,6

8 ——Y CTR, 4-7

9 Y DN, 8

0] (XVY)A=X =Y RPC, 1-9

Como antes, queriamos obter um condicional, o que nos levou a comecar uma hipdtese
buscando RPC. Na linha 4, a ideia foi tentar obter uma contradicao ao supor =Y, o que
nos forneceria Y, como foi o caso, dando fim a demonstracgao.

Exercicio: Faca o segundo caso do SD, isto é, prove - (X VY) A Y — X.

Demonstremos o Modus Tollens, isto é, F (X — Y) A=Y — =X
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1 | (X =5 Y)A-Y H / ? RPC

2 | X =Y S, 1

3 |-y S, 1

4 X H /7?7 CTR

5 Y MP, 2,4

6 Y A-Y C, 3,5

70 | =X CTR, 4-6

8| (X > Y)A-Y - =X  RPC, 1-7

Fica, assim, demonstrado o Modus Tollens. Como queriamos —X, a chave foi supor
X e encontrar a contradicao. Podemos, entao, acrescenta-lo as regras de inferéncia:
Modus Tollens: M'T

X =Y
Y
_|X
Demonstremos a contraposigao, isto é, - (X = Y) + (=Y — —=X):

1| (X >Y) H /? RPC
2 -y H / ? RPC
3 -X MT, 1,2
4l [ =y 5 -x RPC, 2-3
5

(X 5Y) =Y --X  RPC, 14

Exercicio: Mostre que (=Y — =X) — (X — Y) e conclua a demonstracao da Contra-
posicao.
Assim, fica estabelecida mais uma regra de inferéncia:
Contraposicao: CT
Y = =X X =Y

X =Y -Y = X
Chamaremos de regras reversiveis aquelas derivadas de equivaléncias. Simbolizaremos

que uma regra ¢ reversivel com duas barras, ao invés de apenas uma. Por exemplo, a
contraposicao fica assim escrita:
Contraposicao: CT
Y — =X

X =Y
Isso indicara que a férmula acima das duas barras podera ser inferida da de baixo. Ou

seja, o processo de inferéncia vale nas duas diregoes.
Abaixo listaremos as regras de inferéncia que utilizaremos nos exercicios, as anteriores
vao ser reincluidas para que o leitor tenha o acesso a elas facilitado. Algumas das regras

que nao foram demonstradas ficarao como exercicio mais abaixo.
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Dupla Negagao: DN Modus Ponens: MP Modus Tollens: MT

=X X =Y X =Y
X X Y
Y -X
Conjuncao: C Separacao: S Expansao: E
X XNY XNY X X
Y X Y XVY YVX
XANY

Condicionais para bi-condicional: CB Bi-condicional para condicionais: BC

X =Y XY X &Y
Y - X X =Y Y - X
XY
Silogismo Disjuntivo: SD  Silogismo Hipotético: SH  Contradicao: CTR
XVY XVY X =Y X
- X -Y Y > 7 -X
Y X X7 Y
Contraposicao: CT Leis de De Morgan: DM
-Y — =X —|(X A Y) —\(X V Y)
X =Y -X VY X NY

EXERCICIOS

1. Prove a validade das formas de argumento abaixo. Vocé vai precisar introduzir uma
unica hipétese.
(a) {P=Q,Q—>C}-P—=C
(b) {P - -Q,QVR}-P—R
(¢) {F — G,-G} F =F
(d) {PrEP-Q) =@
(e) {PVP}FP
(f) {P,~P}FQ
{P=(Q—-C)}F(PAQ)—=C
{—Lss9 — L350} F L3sg
(i) {FANG}E —(F = —-G)

)
)

g

(g)
()
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2. Prove a validade das formas de argumento abaixo. Agora, vocé vai precisar intro-
duzir, em cada caso, mais de uma hipdtese.
(a) {(TAP)—=Q}FT — (P — Q)
b) {A=->(M—->C)}FA—-M)—=(A—=C)
(c){P=>(Q—D)—=R}FH(Q—D)—(P—R)
(d) {@ > R,C—-R}FQ— -C
(e) {~AVB}FA—B
(1) {~Q = A} (-Q = A) > Q
3. Demonstre as regras de inferéncia que nao demonstramos no texto, digo, a segunda

forma do SD, o SH, a CTR e a 1? Lei de De Morgan.

Chegamos, em fim, ao estudo do CPC. Nesse ponto, esperamos que o estudante ja
tenha uma grande afinidade com o processo de inferéncia da logica. Passaremos a estudar
o calculo de predicados de primeira ordem. Nosso estudo ficara muito mais interessante
pois nao sé nos aproximaremos, mas encostaremos em conteudos matematicos com os

quais o estudante tem (ou terd) contato.



Capitulo 4

O CALCULO
QUANTIFICACIONAL CLASSICO

(CQC)

Comecaremos a estudar o CQC, que nada mais é do que uma extensao do CPC. O
proposito desta extensao discutiremos agora. Tome a letra I da funcao interpretagao 1.
Veja que a interpretagao de I é “Joao é filho de Paulo”. Atribuindo um tnico caractere a
esta letra, temos seu conteudo reduzido a uma proposicao. Porém, note que no interior
dessa proposicao ocorrem mais “coisas”. Como poderiamos trabalhar com os demais
filhos de Paulo (se ele tiver)? Usar uma letra maidscula para cada filho que ele tiver ndo
¢ a melhor forma de lidar com essas informacoes. E se faldssemos de ntimeros inteiros,
negativos e multiplos de trés? Se procedéssemos como antes, estariamos desconsiderando
trés caracteristicas distintas de um sujeito. O que estamos querendo é tomar o predicado
como diferente do sujeito, e nao uni-los em uma unica constante, tomando-os como uma
unica coisa, uma proposicao. O fato é que o CPC nao é suficiente para, por exemplo,
desenvolver a matemdtica. O CQC elimina esse problema (quase que completamente!).
A partir de agora, calcularemos predicados.

Para comecarmos nosso estudo, voltemos o comeco da se¢ao 3, onde expomos o alfabeto
do CQC. Pois bem, os caracteres nao utilizados passarao, a partir de agora, a fazer
parte do nosso ferramental de construcao dessa linguagem artificial. As letras mintsculas
a,b,c,...,t serao utilizadas para os sujeitos (vamos chamar de constantes individuais). As
maiusculas A, B, C, ..., T serao utilizadas para predicados (vamos chamar de constantes
de predicado). Caso necessitemos de mais caracteres, podemos utilizar os nimeros de 1 a

9 no nosso alfabeto para acrescentar indices as letras, ou seja, temos infinitos caracteres

1Como vimos no primeiro capitulo, o CQC tem ordem 1. Porém, alguns procedimentos matematicos
de demonstragao se valem de uma segunda ordem, como o método da indugao finita. Nesse caso, basta
acrescentar uma ordem ao CQC (o que ndo o mudard substancialmente) e entdo trabalhar estes e outros
métodos.

95
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para utilizar:

a,b,c,....;s,a1,02, ..., 10, Q11, ---, A36879, A368805 -5 ns D1, ...

4.1 Predicados

Como sabemos da gramatica, o predicado enuncia uma caracteristica de um sujeito.
Para simbolizar a afirmacao que, por exemplo, ‘Piu-Piu é um passaro’, vamos escolher uma
constante de predicado e uma individual para, respectivamente, representar o predicado

de ‘ser péssaro’ e o sujeito Piu-Piu. Escolhendo P e p, podemos escrever:
Pp

Isto é, unindo os dois caracteres e colocando a constante de predicado antes da cons-
tante individual.? Note, porém, que o Pica-Pau também é um péssaro, assim como o
Zeca Urubu, o Patinho Feio, o Faisca e o Fumaga. Ou seja, a constante individual do
predicado P vai variar (tanto quanto quisermos, ou tanto quanto nossa criatividade per-
mitir). No entanto, ndo precisamos de uma constante de predicado para cada passaro que
encontrarmos voando (ou trapaceando) por ai. Podemos agrupar todos os objetos que
tem essa caracteristica e utilizar apenas a constante P para todos eles. Quero dizer que
podemos formar o conjunto de todos os objetos que tem a caracteristica de ser pdssaro.
Para constantes individuais varidveis, usaremos os caracteres u,v,w,z,yez. Portanto,
temos o conjunto Px: x é um passaro. Estamos, entao, dizendo que os predicados podem
ser interpretados como conjuntos. Para o CQC, os predicados sao, de fato, conjuntos.
Fazendo b: Zeca Urubu; f: Patinho Feio; s: Faisca e m: Fumaga, formamos o conjunto
P: {p7b7f787m}'

Como ficaria, agora, a sentenca ‘Joao ¢ filho de Paulo’? Fazendo j para Joao e F para
predicar ‘ser filho de Paulo’, temos:

Fj

Que ainda nao é bom o suficiente, pois poderiamos separar o objeto ‘Paulo’ do predicado.
Poderiamos predicar apenas “ser filho de’. Fazendo k: Paulo, podemos escrever a sentenca
assim

Fjk
Dessa forma, estamos formando o conjunto Fzy: x é filho de v, ou seja, formando nao

um conjunto de elementos x, mas de pares ordenados (x,y). Como o leitor sabe, a ordem

dos termos € essencial. Fazendo r: Jimi Hendricks; q: Xuxa; h: Chimbinha; c: Jesus; 1:

2Conforme vemos em outras obras, essa representacdo pode variar, dependendo do gosto do autor. O
importante mesmo ¢ fixar uma sintaxe e utilizé-la de forma homogénea.
3Alguns autores usam zFy.
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Saxa; e: Javé; g: Cerberus e o: Txutxucao, podemos formar o conjunto:

F = {(Cv 6), (h,T’), (970)7 (l7Q>}

Exercicio: interprete cada par ordenado.

Chamaremos P de constante de predicado undria e F de constante de predicado
bindria. Procedendo da mesma forma, podemos ter uma constante de predicado n-dria.*
Do predicado binario ao n-ario, o predicado é muitas vezes chamado de Rela¢ao. Po-
derfamos, por exemplo, formalizar a sentenca ‘x orou durante meses para y, mas quem
ajudou mesmo foi 2’ com Ozyz. Note que hd uma relacao entre x, y e z.

Exercicio: interprete Ojck.

Existem, contudo, proposi¢oes sem sujeito, como por exemplo ‘Chove’. Representaremos
este tipo de proposicao usando apenas uma constante de predicado. Assim, podemos fazer
C: Chove. No caso, C é chamada de constante de predicado zerdria. Vale ressaltar que

C=0.

EXERCICIOS

1. Usando a notagao sugerida, traduza as sentencas abaixo para a linguagem do CQC.
c: Cleo; m: Miau; r: Tweety; Fx: x é um peixe; Px: x é um passado; Gx: x é um
gato; Mxy: x é maior do que y; Lxyz: x gosta mais de y do que de z.

) Cleo é um péssaro.

b) Miau é um peixe.

) Miau é maior que Cleo.

Tweety é um gato.

Tweety é maior que Miau.

(f) Se Miau é maior do que Cleo e Tweety é maoor do que Miau, entao Tweety é

maior do que Cleo.
Miau é maior que Tweety.

Miau gosta mais de Cleo do que de Tweety

)
)
(i) Tweety gosta mais de Miau do que de Cleo.
) Cleu gosta mais de si mesma do que de Miau.
)

Nao é o caso que, se Tweety gosta mais de Miau do que de Cleo, e Miau gosta
mais de Cleo do que de Tweety, entao Cleo gosta mais de Tweety do que de
Miau.

4Para simplificar o contetido do minicurso, nao falaremos sobre funcdes, bem como injecdes, sobrejecoes
e bijecoes. Buscaremos sempre tratar do assunto de maneira pouco rigorosa, de forma a torna-lo o mais
acessivel possivel.
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2. Traduza as seguintes sentencas para a linguagem do CQC, usando a notacgao suge-

rida:

(a) Carla é pintora. (c: Carla; Px: x é pintora)

(b) Paulo é jogador de futebol. (p: Paulo; Jx: x é jogador de futebol)
(
(

d) Paulo é irmao de Carla. (Ixy: x é irmao de y)

c) Carla é mais alta do que Paulo. (Ax: x é mais alto do que y)

e) Paulo ama Denise. (d: Denise; Axy: x ama y)

(
(f
(g) Carla gosta de si prépria. (Gxy: x gosta de y)

(h) A Lua é um satélite da Terra. (I: a Lua; t: a Terra; Sxy: x é um satélite de y)
(i) Carla deu a Paulo o livro de Denise. (Dxyz: x dd a y o livro de z)

(J
(k) Paulo é filho de Alberto e Beatriz. (a: Alberto; b: Beatriz; Fxyz: x é filho de
y e z)

)

)

)

)

)

) Denise ama Paulo.
)

)

)

) Paulo deu a Carla o Livro de Denise.
)

(1) Florianépolis fica entre Porto Alegre e Curitiba. (f: Floriandpolis; p: Porto
Alegre; c: Curitiba; Exyz: x fica entre y e z)
(m) Curitiba fica entre Floriandpolis e Sao Palo. (s: Sao Paulo)

(n) Paulo comprou em Curitiba um quadro de Marisse para presentear Denise. (m:

Marisse; Cxyzw: x comprou em y um quadro de z para presentear w)
(o) Alberto comprou em Sao Paulo um quadro de van Gogh para presentear Bea-

triz. (g: van Gogh)

3. Usando a notagao sugerida, transcreva as sentencas abaixo para a linguagem do
CQC.
x: Cleo; m: miau; t: Tweety; Fx: x é um peixe; Px: x é um passaro; Gx: x é um
gato; Mxy: x é maior do que y; Lxyz: x gosta mais de y do que de z.
(a) Cleo nao é um péssaro.
(b) Miau nao é um peixe.
(c) Miau é um gato ou é um péssaro.
(d) Miau é um gato e ¢ maior que Cleo.
)
)
)

e) Tweety nao é um gato.

(
(f

(g) Se miau é maior que Tweety, entdo Tweety nao é maior que Miau.

Ou Tweety é maior que Miau, ou Miau é maior que Tweety.
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()

Miau é maior que Tweety, se Tweety nao é maior que Miau.
Se miau é um gato, entao nao é um peixe.

Miau gosta mais de Cleo do que de Tweety se e somente se Tweety é um

passaro.

Tweety gosta mais de miau do que de Cleo, mas Miau nao gosta mais de Cleo

do que Tweety.
nem Miau nem Cleo sao passaros.

Tweety gosta mais de Miau do que de Cleo. Mas Miau nao gosta mais de Cleo

do que Tweety.

Nem Miau nem Cleo sao passaros.

Tweety nao é um gato ou nao é um peixe.

Nao é verdade que Tweety é um gato e um peixe.

Nao é o caso que, se Miau é um gato, entao é um peixe.

4. Formalize as sentencas abaixo, usando a notacao sugerida:

Ou Paulo é engenheiro, ou Carla o é. (c: Carla; p: Paulo; Ex: x é engenheiro)

Se Sécrates é o mestre de Platao, entdo Platdao é um filésofo. (s: Sécrates; p:

Platao; Mxy: x é o mestre de y; Fx: x é um filésofo)

Paulo ama a si préprio se e somente se ele é narcisista. (Axy: x ama y; Nx: x
é narcisista)

Se o tempo nao estiver bom, entao, se fizer muito frio, Joao nao ira a praia.
(T: o tempo estd bom; F: faz muito frio; Px: x vai a praia; j: Joao)

Miau é um gato angora que nao é preto. (m: Miau; Ax: x é angord; Gx: x é
um gato; Px: x é preto)

Carla é mais alta que Paulo somente se Paulo é mais baixo que Carla. (p:
Paulo; ¢: Carla; Axy: x é mais alto que y; Bxy: x é mais baixo que y)

Carla nao é mais alta que Paulo somente se for mais baixa ou tiver a mesma

altura que ele. (Txy: x tem a mesma altura que y)

5. Traduzir as formulas abaixo da linguagem do CQC para o portugués, sendo que:

a: Antonio; b: Bernardo; c¢: Claudia; d: Débora; Fx: x é filésofo; Gxy: x gosta de

y; Dxy: x detesta y.

(a)
(b)

Gbd
FbAFd

(¢c) FbA—Fa
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Fa A Gac
Gbd N\ Ddb
—-Geb VvV —Gbe

Gbd < Dcd

)
)
)

g) Gbb — Dcb
)
) Dbd — (FbV Fd)
)

(j) (FaAnFe)— (Gac A Gea)

4.2 Quantificadores

Como transcrever para a linguagem do CQC a expressao ‘Alguém é estudante’, ou
‘Qualquer ser humano é mamifero’? Até agora, vimos férmulas de varios tipos. Formulas
do tipo C' ou Pmn serao chamadas de formulas atomicas. Sao as mais simples possiveis. A
partir do momento que passamos a utilizar conectivos (operadores), formamos férmulas do
tipo =C' ou PmnV C — Ijn, que serdao chamadas de formulas moleculares. Agora veremos
um novo tipo de formula, as chamadas formulas gerais. Na secao 1.3, o argumento sobre
a mortalidade de Sécrates contém uma sentenca entre suas premissas que é a expressao
de uma férmula geral, falo da proposicao ‘Todo homem é mortal’. Nesta se¢ao, veremos

como transcrever este tipo de proposicao para a linguagem do CQC.

4.2.1 Quantificagcao simples

Pois bem, tome a expressao Fry: x é filho de y. Fxynao esta afirmando algo, isto é, nao
estd especificando de quem estamos falando. Nao ha como dizer se é verdadeiro ou falso,
visto que x e y estao variando. O fato é que, dependendo do conjunto de pessoas das quais
estamos falando, e se alguma delas tiver um filho que também esta no conjunto, podemos
dizer que Fzy tem um elemento, ou seja, dependendo de quem estivermos falando, Fzy
podera formar um conjunto. Caso andlogo acontece com a expressao x < 5: x é menor que
cinco. Dependendo de que tipo de nimero estivermos falando, formaremos um conjunto
de elementos que se enquadram nesses termos. A conclusao a tirar é: Fzy nao é uma
proposicao.

Agora considere a afirmacao:
Todo x ¢ filho de algum y.

Diferente da afirmacao do paragrafo precedente, dependendo do conjunto de pessoas, po-
demos dizer se esta sentenga é verdadeira ou falsa, isto é, temos uma proposigao (que é

falsa no caso em que o conjunto do qual estamos coletando sujeitos incluir aqueles animais
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criados em laboratério). Em Fry, x e y sdo chamadas de varidveis livres. Chamaremos ex-
pressoes do tipo Xz de formula de varidveis livres ou de férmula aberta (em contraposigao

a formula fechada). Dessa forma, nossa defini¢ao de férmula se estende:

DEFINICAO 9 Uma expressio p é uma férmula se, e somente se, é uma proposicio

ou uma sentenca declarativa de varidveis livres.

Na expressao ‘Todo x ¢ filho de algum ¥’, e y sao chamadas de varidveis quantifi-
cadas (note, pois, que impomos uma quantidade aos individuos pelos quais = e y podem
variar). Para quantificar uma varidvel, vamos utilizar dois tipos de quantificadores, o
quantificador universal e o quantificador existencial, respectivamente simbolizados por V
e 3. O quantificador universal pode ser expresso em portugués por: para todos, para
todo, qualquer que seja, todos, cada, etc. E o existencial, por: existe pelo menos um,
algum, alguns, alguém, etc.

Para quantificar uma variavel, devemos colocar o quantificador, seguido da variavel
a ser quantificado, antes da férmula. Por exemplo, seja Hz: x é um homem. Podemos
formalizar a sentenca ‘Todos os x sdo homens’ (ou ‘Todos sdo homens’) com a seguinte

formula geral:
VaHz

Mas somente para o caso em que a férmula a ser quantificada for atomica. Para quanti-
ficar uma férmula molecular, devemos evidenciar a férmula a ser quantificada utilizando
parénteses. Assim, para formalizar a expressao ‘Todas as mulheres sao bonitas’ devemos

proceder assim (Mx: x é mulher; Bx: x é bonita):
Va(Mz — Bz)

Pode ocorrer de o estudante, por engano, formalizar a expressao ‘Todas as mulheres sao
bonitas’ assim:
Va(Mz N\ Bx)

No entanto, esta féormula diz que ‘Todos sao mulheres e sao bonitas’, ou melhor, que
‘Todos sao mulheres bonitas’, o que nao é o desejado. E vidvel as vezes reescrever a
expressao a ser formalizada de forma a ficar mais semelhante a linguagem da logica. De
fato, a expressao ‘Todas as mulheres sao bonitas’ esta propondo que o fato de ser mulher
implica beleza, podendo ser reescrita como ‘Mulheres sao bonitas, e isso serve para todos’,

ou melhor, ‘Para todos, se sao mulheres entao sao bonitas’.
A sintaxe do quantificador existencial é idéntica a do universal. Portanto, formaremos
proposicoes do tipo:

drAzx
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ou
Ma — Jz(Bz V Fax)

As variaveis s6 estao quantificadas quando estao no escopo de um quantificador (regiao
da férmula onde o quantificador estd atuando). Na férmula Va(Mz — Bz), o escopo do
quantificador é Mx — Bx. Se fosse VeMz — Bz, o escopo do quantificador universal
seria apenas Mx e a varidvel x em Bz seria considerada livre (ndo quantificada). Vale
ressaltar, ainda, que Vo Mz — Bz, ao contrario de Vo (Mz — Bz), ndo é uma férmula geral,

mas uma implicagao.
EXERCICIOS

1. Usando a notagao sugerida entre parénteses, transcreva as sentencas abaixo para a
linguagem do CQC:
(a) Algo é branco. (Bx: x é branco)
(b) Tudo é azul. (Ax: x é azul)
(¢) Alguma coisa nao é azul.
(d) Algo é bonito. (Bx: x é bonito)
(e) Todos sao mortais. (Mx: x é mortal)
(

f) Nada é insubstituivel. (Ix: x é insubstituivel)

(g) Nem tudo dura para sempre. (Dx: x dura para sempre)
(h) Centauros nao existem. (Cx: x é um centauro)

(J

(k) H& objetos que nao sao iguais a si mesmos.

Cada objeto é igual a si mesmo. (Ix: x é igual a y)

(1) Nem tudo é cor-de-rosa. (Rx: x é cor-de-rosa)
(m) Nada é cor-de-rosa.
n) Alguém é mais velho que Pedro. (p: Pedro; Oxy: x é mais velho que y)

)

)

)

)

)

)

)

)

(i) Alguma coisa nao é verde. (Gx: x é verde)

)

)

)

)

)

) Ninguém é mais velho que Pedro.
)

(
(o
(p) Matusalém é mais velho que alguém. (m: Matusalém)

[Obs.: nem a Dercy viveu tanto quanto Matusalém, 969 anos]
(q) Matusalém é mais velho que todos.
(r) Nao ¢é verdade que Matusalém é mais velho que todos.
(s) Alguém gosta de si mesmo. (Gxy: x gosta de y)
(t)

t) Todos gostam de si mesmos.
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Ninguém gosta de Funk. (f: Funk)

Alguém nao gostam de si mesmo.

Nao existe alguém que goste de si mesmo.
Nao existe alguém que nao goste de si mesmo.

Ninguém gosta mais de Paulo do que de Denise. (p: Paulo; d: Denise; Lxyz:

X gosta mais de y do que de z)

Nem todos gostam mais de Paulo do que de Denise.

2. Traduza as sentencas abaixo para a linguagem do CQC, usando a notagao sugerida:

Alguns homens nao sao sinceros. (Hx: x é homem; Sx: x é sincero)

Todas as mulheres sdo lindas. (Mx: x é mulher; Lx: x ¢é linda)

Nenhum peixe é anfibio. (Px: x é peixe; Ax: x é anfibio)

Alguns metais sao liquidos. (Mx: x é um metal; Sx: x é liquido)

Nenhum animal é vegetal. (Ax: x é um animal; Tx: x é um vegetal)

Nem todos os animais sdo invertebrados. (Ix: x é invertebrado)

Alguns papagaios nao sao vermelhos. (Px: x é um papagaio; Rx: x é vermelho)
Nenhum papagaio é vermelho.

H& ao menos um papagaio vermelho.

H& ao menos um papagaio, e ao menos uma coisa vermelha.

Alguns nimeros naturais sao impares. (Nx: x é um ndimero natural; Ix: x é

impar)

Tudo que é azul é bonito. (Ax: x é azul; Bx: x é bonito)

Todo poeta é romantico. (Px: x “um poeta; rx: x é romantico)
Nenhum poeta romantico vende livros. (Lx: x vende muitos livros)

Qualquer pessoa que seja persistente pode aprender logica. (Px: x é uma

pessoa; Tx: x é persistente; Lx: x pode aprender 1gica)

H& criancas que gosta de brincar. (Cx: x e uma crianga; Gx: x gosta de

brincar)
Toda criancga gosta de brincar.
Toda crianga travessa gosta de brincar. (Tx: x é travessa)

Toda crianga travessa gosta de brincar e de ir ao cinema. (Kx: x gosta de ir

ao cinema)
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(t) Qualquer amigo de Pedro é amigo de Joao (p: Pedro; j: Joao; Axy:x é amigo
de y)

(u) Nem todos os espides sao mais perigosos do que Boris. (b: Boris; Sx: x é um

espiao; Dxy: x é mais perigoso do que y)
(v) Nenhum espido é mais perigoso do que Natasha. (n: Natasha)

(w) Qualquer espiao que seja mais perigoso do que Natasha é mais perigoso do que

Boris

(x) Nenhum espiao que seja mais perigoso do que Natasha é mais perigoso do que

Boris.
(y) Alguém é mais perigoso do que Boris e Natasha.
(z) H& um espiao que nao é mais perigoso do que Boris e nem do que Natasha.

3. As chamadas proposicoes categdricas sao parte do silogismo de Aristoteles. Sao

quatro proposicoes de carater geral. Formalize cada uma:

(a) Todo A é B

(b)

(c) Algum A é B

(d) Algum A nao é B

Nenhum A é B

4.2.2 Quantificagao multipla

Como presume o leitor, pode ocorrer mais de um quantificador em uma mesma férmula.
De um modo geral, poderiamos conjugar duas féormulas gerais, o que nos forneceria uma
formula onde ocorrem dois quantificadores. No entanto, nosso interesse nesta secao é falar
sobre um caso especial de multiplos quantificadores. Falo do caso em que um quantificador
ocorre no escopo do outro. Tome a expressao ja citada anteriormente ‘Todo x ¢é filho de
algum y’. Acontece que nesta sentenga ocorrem as palavras ‘todo’ e ‘algum’. Queremos
formaliza-la e, para isso, nada mais viavel do que tentar transcreve-la para que as palavras
esclarecam como as variaveis estao sendo quantificadas. De fato, ‘Todo x é filho de algum
y’ é equivalente a ‘Para qualquer x, existe algum y, de forma que x é filho dele’; isto é,
‘Para todo x, existe um y tal que x é filho de y’. Fazendo Fxy : x é filho de y, nossa

formula geral fica assim anotada:
VedyFxy

Esta é a denominada quantificacdo multipla. Note que a ordem dos quantificadores é
crucial para o sentido (a semantica) da frase, e consequentemente, para a verdade dela.

Veja que a semantica de VxdyFxy é diferente da de JyVxFzy. Enquanto a primeira diz
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que ‘Para todo x, existe um y tal que x é filho de y’, isto é, ‘Qualquer um ¢é filho de
alguém’, o que ¢é verdadeiro, a segunda diz que ‘Existe um y tal que, para todo x, x é
filho de y’, isto é, ‘Existe alguém de quem todos sao filhos’ o que é falso (ou verdadeiro,
dependendo da sua crenga). Note, ainda, que JzVyFzy é a formalizacao da frase ‘Alguém
é filho de todos’.
Exercicio: Descreva o sentido de: (1) VaVyFzy e (2) JxJyFry

Antes de passarmos aos (muitos) exercicios, vejamos alguns exemplos do uso da quan-
tificacao multipla. Um pouco diferente da férmula anterior, como ficaria a formalizacao
de ‘Alguém nao ¢ filho de ninguém’? No cotidiano, esta frase é utilizada com um sentido
diferente do que ela receberia na légica. De fato, usa-se ‘Alguém nao ¢ filho de ninguém’
quando se quer dizer que ‘Alguém ¢é filho de ninguém’ ou ‘Alguém nao é filho de alguém’

5

(uma espécie de filho de chocadeira).” Para o sentido cotidiano, isto é, para quando se

quer dizer que ‘Alguém é filho de ninguém’, e fazendo Fxy: x é filho de y, escrevemos:
JaVy-Fry

Para o caso puramente logico da frase, isto é, quando queremos dizer que ‘Alguém é filho

de alguém’ (note que ‘Nao é filho de ninguém’ quer dizer ‘E filho de alguém’), escrevemos:
Jxdy Fxy

Também podemos parafrasear a frase ‘Alguém nao é filho de ninguém’ como ‘Nao é o caso

que alguém seja filho de ninguém’, dessa forma, escrevemos
Jx—Vy—Fry

que ¢ idéntica a dxdyFry, como veremos adiante.

Fagamos alguns exemplo mais “trabalhados”. Vamos traduzir a sentenca ‘Todo homem
ama uma mulher que o ama’ para a linguagem do CQC. Pode parecer simples, mas a frase
estd carregada de informagoes. Notagao: Hx: x é um homem, Mx: x é uma mulher e
Axy: x ama y. Essa proposi¢ao é muito similar a uma categorica universal. De fato, esta
dizendo que todo homem ¢ alguma coisa, ou melhor, tem uma caracteristica, que, no caso,
é a de existir uma mulher da qual ele ama e é amado por ela. Dessa forma, certamente
entrard uma implica¢ao na férmula. Lembre-se, ‘Todo A é B’ pode (ou deve?) ser escrito

na forma ‘Se A entao B’ quantificada universalmente. A férmula fica assim anotada:
Ve(Hr — Jy(My A (Azy A Ayz)))

Agora, vamos traduzir a senten¢a ‘Um fil6sofo e um psicélogo deram um livro para

Beatriz’. Simples? Com a notagao que utilizaremos, nem tanto. Notacao: b: Beatriz,

SExistem variados casos andlogos a este. Imagine que vocé pede a alguém que v em uma determinada
sala ver se alguém estd l4. Esta pessoa volta e te diz: “Néao tem ninguém 14!”. Logicamente falando, esta
pessoa acabou de afirmar que, certamente, alguém estd na sala, pois o que ela disse é o mesmo que “Nao
é verdade que ninguém estd 1a”.
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Px: x é um psicélogo, fx: x é um filésofo, Lx: x é um livro, Dxyz: x da y para z. Veja
que a sentenca fala sobre “um” psicélogo, “um” filésofo e “um” livro. Sao todas palavras
que indicam quantificacao existencial. Na férmula, devemos garantir a existéncia de
um filésofo, um psicologo e um livro. Além das informagoes sobre os presenteamentos.
Podemos formalizar esta sentenca de diversas formas. Podemos transcreveé-la como ‘Existe
um x que € um livro, e existe um filésofo que deu x a Beatriz, e um psicélogo que também

deu x a Beatriz’. Nossa férmula fica assim escrita:

Jx(Lx A (Jy(Fy A Dyxzb) A 3z(Pz A Dzxb))
A proposicao também pode ser escrita como:

Jz(Lx A JyFz((Fy A Pz) A (Dyzb A Dzxb)))

Por fim, vamos traduzir a sentenga ‘Ou os filésofos gostam de todos os livros, ou
gostam de nenhum’® para a linguagem do CQC. Usaremos a notacao da férmula anterior,
acrescentando Gxy: x gosta de y. ‘Os filosofos’ que dizer ‘Todos os filésofos’. A férmula
serd composta pela disjuncao de duas férmulas gerais. Faremos cada uma separadamente
e depois as disjuntaremos. Na sentenca ‘Os filosofos gostam de todos os livros’, teremos
certamente uma implicagao (note a semelhanga com a universal afirmativa de Aristételes),
pois esta dizendo que todo filésofo tem uma caracteristica, que é a de gostar de todos os

livros. A primeira férmula geral fica assim:
Va(Fz — Yy(Ly — Gzy))

A segunda férmula mudard apenas o fato de que, para qualquer y que seja livro, os filésofos

nao gostam de y. Isso podera ser feito negando Gxy. Assim:
Va(Fz — Yy(Ly — —~Gzy))
Disjuntando ambas as formulas, ficamos com:
Vae(Fx — Yy(Ly — Gxy)) VVe(Fr — Yy(Ly — ~Gzy))

Talvez puséssemos transcrever a sentenca de outra forma(Exercicio).

EXERCICIOS
1. Traduza as sentengas abaixo para a linguagem do CQC, usando a notagao sugerida:

(a) Nenhum amigo de Pedro é amigo de Joao. (p: Pedro; j: Joao; Axy: x é amigo
de y)

(b) Qualquer amigo de Pedro que nao seja politico é amigo de Joao. (Px: x é

politico)

6Cotidianamente, pronuncia-se esta proposicio com a sentenca ‘Ou os filésofos gostam de todos os
livros, ou ndo gostam de nenhum’.
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(d
(e
(f

)
)
)
)

(¢) Qualquer amigo de Pedro ou Carlos é amigo de Joao. (c: Carlos)

Qualquer amigo de Pedro é amigo de algum amigo de Joao.
Qualquer amigo de Pedro ou Carlos é amigo de qualquer amigo de Joao.

Nenhuma mulher é feia, mas algumas mulheres nao sdo bonitas. (Mx: x é

mulher; Fx: x é feia; Bx: x é bonita)

Se todos os humanos nao imortais, entao Sécrates é imortal ou Sécrates nao é

humano. (s: Sécrates; Hx: x é humano; Ix: x é imortal)

Nem todas as aves voam, se Tweety nao voa. (t:Tweety; Ax: x é uma ave; Fx:

X voa)

Todo fazendeiro tem um burro no qual ele bate. (Fx: x é um fazendeiro; Bx:

x é um burro; Tyx: x pertence a y; Hxy: x bate em y)
Algum fazendeiro tem um burro no qual ele nao bate.

Todo homem ama uma mulher que o ama. (Hx: x é um homem; Mx: x é uma

mulher; Axy: x ama y)
Nem todo homem ama uma mulher que o ama.
Todo homem ama uma mulher que ama alguém.

Se todos os filésofos espertos sao cinicos e apenas mulheres sao filésofos es-
pertos, entdo, se ha algum fil6sofo esperto, alguma mulher é cinica. (Fx: x é

filésofo; Mx: x é uma mulher; Ex: x é esperto; Cx: x é cinico)

2. Traduza as sentengas abaixo (algumas sdo um pouco complicadas!) para a linguagem

do CQC, usando a seguinte notacao:

a: Alice; b: Beatriz; ¢: Claudia; Lx: x é um livro; Px: x é um psicélogo; Fx: x é

um filésofo; Gxy: x gosta de y; Dxyz: x d4 y para z.

Alice gosta de algum filésofo que gosta dela.

Todo filésofo gosta de algum livro.

H& um livro do qual todos os filésofos gostam.

Os fil6sofos gostam de todos os livros. Os filésofos gostam de todos os livros.
H& um livro do qual nenhum psicélogo gosta.

Filosofos nao gostam de psicélogos.

Um filésofo deu um livro para Alice.

Um filésofo deu um livro para Alice, do qual ela nao gostou.

Alice e Beatriz deram um livro para Claudia.

Um filésofo e um psicologo deram um livro para Beatriz.
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(k) Nem todos os filésofos nem os psicélogos gostam de si mesmos.
(1) Se algum psicélogo gosta de Beatriz, entao algum filésofo também gosta.

(m) Se algum psicélogo gosta de alguém, entao algum filésofo gosta desta mesma

pessoa.

(n) Se algum psicélogo gosta de alguém, entao algum filésofo também gosta de

alguém.
(0) Ou os filésofos gostam de todos os livros, ou nao gostam de nenhum.

(p) Alice e Beatriz gostam de todos os fil6sofos, se algum filésofo da algum livro

para alguém.

(q) Todos gostam dos fildsofos, se todo fildsofo dd algum livro para alguém.

4.3 Tabelas Verdade

Na secao 3.2.1, discutimos com construir tabelas verdade para verificar se algumas
formulas sao tautologias, contradigdes ou contingéncias. Porém, note que isso foi feito
apenas para o CPC. As proposicoes que calculamos serao vistas, no CQC, como predicados
zerarios. De fato, sabemos muito bem como construir uma tabela verdade para esses
predicados. Tentaremos (de forma breve) aplicar o método das tabelas verdade ao CQC.

Como o CQC contém predicados zerarios e todos os operadores do CPC, ja sabemos

que as tabelas se aplicam a uma parte dele. Pois bem, considere agora a férmula:”
VeBx — Ba

Sera que esta férmula pode ser falsa? Se dissermos que ela é falsa, estaremos afirmando
que o antecedente é verdadeiro e o consequente é falso. Entao suponha que seja o caso.
VeBx é verdadeiro e Ba é falso. Ora, se é verdade que todos se predicam de B, em
particular, a devera se predicar de B, isto é, deveremos ter Ba. Mas isso contradiz a
afirmacao de que Ba é falso. Podemos concluir, entao, que VrBx — Ba é, de fato,
verdadeira.®

Como VxBxr — Ba é sempre verdadeira, este fato talvez se reflita na tabela ver-
dade (possivelmente indicando uma tautologia). Vamos, entao, ver como fica uma tabela

verdade esta formula?:

7A seméantica de B néo interferird nas consideracdes que farei.

8Formalizaremos provas desse tipo quando virmos a deducdo natural para o CQC na secdo 4.5.

9Na secdo 3.2.1, o leitor deve ter pensado que colocadvamos as férmulas que queriamos mostrar ser,
por exemplo, tautologias, na tltima coluna na tabela. Mas, na verdade, faziamos isso porque a verdade
da ltima coluna depende da verdade das colunas precedentes. Por isso nos ocupdvamos com elas por
tltimo. Resumindo, a conclusao nao precisa estar na iltima coluna.
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VxBx | Ba | VxBx — Ba
\% \% \Y%
\% F F
F \% A%
F F \%

Oh nao! VxBx — Ba é falsa na linha 2! Com certeza concluimos que VxrBxr — Ba
nao é uma tautologia. No entanto, como demonstramos sua validade (por absurdo), esta
formula serd chamada de formula valida. De fato, existem infinitas féormulas validas que
nao sao tautologias.

E agora? Concluimos que nao podemos usar as tabelas verdade para o CQC? A
resposta é sim. As tabelas verdade nao dao conta dos quantificadores (outros métodos
dardo). No entanto, podemos utilizar as tabelas verdade para uma boa parte do CQC.
O fato é que, todas as vezes que podemos entender uma férmula qualquer como uma
formula composta de predicados zerarios, podemos usar tabelas verdade para analisar,
por exemplo, a validade de um argumento (quando as premissas verdadeiras implicam na
conclusao verdadeira). Por exemplo, podemos entender Vo Bz — Ba como uma férmula
do tipo X — Y (dai percebe-se de onde surgiu a falsidade da linha 2), a férmula Ma —
Jz(BxV Faz) também como uma férmula do tipo X — Y (mesmo que isso seja insuficiente
para algumas consideragoes) ou a férmula (—Pa — (MabA Pb)) V J2Vy(Mzxy) como uma
férmula do tipo (mA — (BAC))V D.

A partir da préxima segao, veremos que ha procedimentos de provas (que vocé ja

conhece) que podem ser aplicados com sucesso ao CQC.

4.4 Tablos Semanticos no CQC

Como o leitor percebeu, os predicados undrios, bindrios, ternarios, ... e n-arios sao
tratados da mesma forma que os zerarios, que vimos na secao 3. O que é novo para nés é
o uso dos quantificadores. Trabalhar com formulas gerais requer um tratamento diferente.
Os tablos semanticos de predicados nao sofrerao alteragoes. Nesta secao, aprenderemos a
trabalhar os tablos semanticos de férmulas gerais, e de consequéncias légicas envolvendo
premissas/conclusao gerais. Falaremos sobre as regras de construcao para a verdade ou
falsidade desse tipo de férmula.

Pois bem. Em ambos os quantificadores (universal e existencial), as regras de cons-
trucdo permitirdo a substitui¢do das varidveis por constantes individuais (por sujeitos).
Cada quantificador, verdadeiro ou falso, recebera uma regra. Como temos dois quanti-
ficadores, teremos quatro regras de construcao a considerar. Antes de resumi-los num
quadro, vamos dialogar e exemplificar rapidamente o sentido de cada um.

Suponha que queiramos verificar se a férmula Vo Px — Pc, que significa que ‘Se todos

sao pedreiros, entao Cicero é pedreiro’. A validade desta féormula parece nao suscitar
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duvidas, porém, sabemos usar os tablos apenas para ver se uma formula é uma tautologia.
E ja vimos que hé infinitas féormulas validas que nao sao tautologias. Precisamos expandir
a funcao do tablos. Isso sera feito acrescentando uma segunda versao do Teorema de

Correcao e Completude:

TEOREMA 3 Teorema de Correcao e Completude II — Uma formula o € vdlida

se, e somente se, existe uma prova por tablos de c.

Se conseguirmos, sempre supondo a falsidade da férmula, fechar todos os ramos do
tablos, estaremos diante da prova por tablo desta formula, que garante sua validade. No
caso da formula VxPx — Pc, supor que ela é falsa para comecar o tablo, indica afirmar

que VxPx é verdadeiro é Pc falso. Assim, temos:

F VePx — Pc v
V VxPx
F Pc

Sabemos que nada poderemos fazer a respeito de Pc. Mas que dizer de Vx Px? Seman-
ticamente falando, se é verdade que ‘Todos x sao pedreiros’, entao podemos certamente
afirmar que, em particular, é verdade que ¢ é pedreiro. O que nos permite acrescentar

V Pc abaixo e fechar o tablo:

F VePx — Pc v
V VaxPx
F Pc
V Pc
X

E podemos afirmar que VxPx — Pc é, de fato, valida. Perceba que nao colocamos o
v na linha V VzPz. Ora, o v’ indica que extraimos todas as informagcoes que a férmula
continha, e que nao precisariamos mais dela. Entao eu pergunto. Quando acrescentamos
V Pec, extraimos todas as informagoes de V VzPz? E ¢ébvio que nao. Se todos os in-
dividuos sao pedreiros, entao a, b, ¢ ... aq, as,... sao todos pedreiros, isto é, uma infinidade
de individuos é pedreiro. Esse tipo de férmula (universal verdadeira) nunca receberd o
V', visto que ¢é impossivel listar todas as possibilidades que essa férmula gera, isto é, uma
lista infinita de individuos que tem uma propriedade. Dessa forma, utilizaremos (acres-
centaremos individuos novos nos ramos) quando acharmos necessarios a demonstragao do
tablo.

Como poderiamos formalizar a regra de construgao que acabamos de utilizar? Bem,
note que substituimos a variavel = quantificada, em todas as ocorréncias na férmula (no
caso, a unica ocorréncia foi em Px), por uma constante individual. Podemos formalizar

este procedimento da seguinte forma:
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Universal Verdadeiro: Seja o uma formula onde x ocorre, e denotemos por afz/c|] a
formula o sendo feita a substituicao de todas as ocorréncias livres da variavel x por uma
constante individual c. Se V ¥Nza ocorre num ramo do tablés, podemos derivar V afz/c]

quantas vezes quisermos, e utilizando as varidveis que quisermos.

Agora vamos construir uma tablo para verificar se a féormula —3zPx — Vx—-Px é
valida. Esta férmula diz que, ‘ Se nao existem pedreiros, entao ninguém é pedreiro’ ou,
dizendo de outra forma, que ‘ Se nao existem pedreiros, entao todos nao sao pedreiros’.

Comecando o tablo, temos:

¥ —dxPx — Vz—Px
V —JdxPx
F Ve—-Px

Perceba que na segunda linha temos a verdade de uma negacao. Acrescentemos, entao,

uma nova linha aplicando a regra de construcao que vimos para os predicados zerarios:

F —dxPx — Va—Px
V —dzPx v
F Vx—-Px
F dxPx

Pois bem, temos duas férmulas gerais para analisar. Comecemos com F Vx—Px. Ela
diz que ‘Nao é o caso que todo individuo tem a propriedade de nao ser pedreiro’. Para
visualizar melhor, vamos simbolizar a propriedade de nao ser pedreiro por (5. Entao
F Vz—Px afirma que é falso que todo individuo é 3. Ora, se é falso que todo individuo
é 3, entao deve existir um individuo particular que nao é 3, ou podemos dizer que existe
um individuo em particular onde é falso que ele é 5. Note, porém, que um universal falso
s0 me garante que existe 1 individuo, isto é, o universal falso afirma que existe no minimo
um individuo onde S[z/c| é falsa. Isso quer dizer que podemos derivar apenas uma vez
uma linha que afirma que ‘é falso que ¢ é 5’. Mas ha uma restricao. Essa constante indi-
vidual nao podera ter ocorrido antes no tablo (Exercicio: explique o porqué). Definimos

o tratamento da F Vz— Pz assim:

Universal Falso: Seja a uma férmula onde x ocorre, e denotemos por ajx/c| a formula
a sendo feita a substituicao de todas as ocorréncias livres da varidvel x por uma
constante individual c. Se F Nxa ocorre num ramo do tablos, entdo podemos derivar

F «[x/c| uma dnica vez, e sendo ¢ uma constante que até entao ndao tenha ocorrido no
tablo.

Escolhendo a constante a (que ndo ocorreu anteriormente), temos:
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F —-dzPx — Vae—-Px
V —-daxPzx v
F Ve—-Px v
F dxPx
F —-Pa v
V Pa

Agora, o que dizer de F dxPx? Podemos interpretar como ‘Nao é o caso que existam
pedreiros’, isto é, a partir de F 3z Pz, podemos acrescentar quantas afz/c] quisermos, e
com as constantes que desejarmos. O tratamento desta férmula é muito semelhante ao da
universal verdadeira, s6 que ao invés de derivar quantas afirmagcoes verdadeiras quisermos,

aqui derivamos quantas afirmagcoes falsas quisermos. Nossa regra ficara assim anotada:

Existencial Falso: Seja o uma formula onde x ocorre, e denotemos por afz/c| a
formula o sendo feita a substituicao de todas as ocorréncias livres da variavel x por uma
constante individual c. Se F Jxa ocorre num ramo do tablés, podemos derivar F o|x/c]

quantas vezes quisermos, e utilizando as varidveis que quisermos.

Vamos, obviamente, escolher a constante a e fechar o tablo:

¥ —-dzPxr — Vae—-Px
V —dxPzx v
F Va—-Px v
F JxPx
F —-Pa v
V Pa
F Pa
X

Por dltimo, vamos verificar se a férmula dz—-Px — —VzPx é valida. Ela diz que ‘Se

alguém nao é pedreiro, entao nem todos sao pedreiros’. Comecando o tablo, temos:

F Jx—Px — —VaxPx
V Jx—-Px
F —VePx v
V VaxPx

J& sabemos lidar com o universal verdadeiro, mas o que dizer de F dJx—Px? Esta dizendo
que ‘alguém nao é pedreiro’, isto é, que existe um individuo que tem uma caracteristica.
Quem é esse individuo? Nao sabemos. Entao, poderemos dar uma constante a este in-
dividuo que nao conhecemos, mas esta constante nao pode ter aparecido antes. A regra

ficarda enunciada da seguinte forma:
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Existencial Verdadeiro: Seja a uma formula onde x ocorre, e denotemos por alx/c| a
formula o sendo feita a substituicao de todas as ocorréncias livres da variavel x por uma
constante individual c. Se V Jxa ocorre num ramo do tablos, entao podemos derivar
V alz/c] uma dnica vez, e sendo ¢ uma constante que até entdo ndo tenha ocorrido no
tablo.

Como até agora nenhuma constante apareceu, vamos chamar esse individuo que nao co-

nhecemos de a. Continuando o tablo:

F dx—-Px — —VaPx
V Je-Px v
F -VzPzx v
V VaxPx
V =Pa v
F Pa

E, agora, utilizando a regra antes enunciada para o quantificador universal verdadeiro, e

escolhendo a constante a, terminamos o tablo:

F dx—-Px — —VaxPx
V da—-Pzx v
F -VaPx v
V VaxPx
V =Pa v
F Pa
V Pa
X

Terminamos, assim, a demonstracao de que dJx—Px — —VxPx é valida. Adiante vol-
taremos a falar sobre as formulas demonstradas nesta segao.
Concluiremos a secao resumindo as quatro regras para verdade e falsidade dos quan-

tificadores:

V Vra F Jdxa F Vza V dza
V alz/c] F a[z/d] F af[z/] V alz/c]
Para qualquer ¢ Para qualquer ¢ Desde que c seja Desde que ¢ seja

nova no raimmo nova no ramo

Antes de passar aos exercicios, vamos fazer mais dois exemplos. Vamos construir um

tablo para a férmula JyVrAzry — VedyAzry. Comegando o tablo, temos:
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F JyVeAxry — VedyAxy
V dyVxAzy
F VzdyAzy

Note que, em JyVrAxy, a férmula « citada na regra é Ve Azxy, que é o escopo do quanti-
ficador existencial. O mesmo vale para Vx3yAzxy, cujo escopo é JyAxy. No, ainda, que
nao fara diferenca derivar uma ou outra primeiro, visto que a regra de derivacao de ambas
sao semelhantes. Comecemos por JyVrAzy. Vamos fazer a mudanca ay/b], isto é, trocar

todas as ocorréncias da variavel y pela constante b. Dessa forma, temos:

F dyVxAzy — VaedyAxy
V JyVzAzy v
F Va3yAxy
V VxAxb

Agora vamos fazer a mudanga afz/a] em VaxIyAzy, isto é, trocar todas as ocorréncias da

variavel x pela constante a:

F JyVeAxy — VadyAxy
V dyVxAzy v
F Va3yAxzy v
V VaxAxb
F dyAay

Chegamos a um ponto interessante, pois ao aplicar as regras as quantificacoes que te-
mos, podemos escolher quaisquer constante que quisermos (vide regra). Dessa forma, em
VxAzb vamos fazer a mudanga afz/a] e em JyAay vamos fazer a mudanga aly/b], o faz

fechar o tablo:

F JyVeAxzy — VadyAxy
V dyWVrAzy v
F VedyAzy v
V VxAxb
F JdyAay
V Aab
F Aab
X

Agora vamos verificar se a férmula Ve Az V Ve Bx — Va(Ax vV Bz) é vélida. Iniciando

o tablo, temos:
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F VzAx VVeBx — Vax(Ax V Bx)

V Ve Ax VVrBzx

F Vz(Az V Bzx)

A férmula VxAx V VxBx nao é geral, pois é uma disjungdao. Vamos utilizar a regra

para disjuncao verdadeira:

F Vx Az vV VeBx — Va(Ax V Bx)
V VzAx V Vr Bz
F Vz(Az V Bx)

RN

V VzAx V VzBz

Agora, em Vx(Az V Bzx), o escopo do quantificador é Ax V Bz, e devemos escolher uma
variavel para fazer a substituicao nele. Vamos escolher a. Lembre-se, a férmula pertence

a ambos os ramos, e, por isso, devemos derivar em ambos os ramos:

F Vx Az VvV VeBx — Vx(Ax V Bx)
V VzAx VVzBx
F Vz(Az V Bx)
V VzAzx V Vz Bz
F AaVv Ba F AaV Ba

Para as formulas VrxAx e VrBx, como sao ambas verdadeiras, podemos fazer a mu-
danga a[z/c| para qualquer constante ¢ que quisermos. Vamos escolher a em ambos os
ramos. Além disso, em cada disjuncao na ponta de cada ramo, vamos utilizar a regra para

disjuncoes falsas. Note que, dessa forma, fechamos o tablo e concluimos a demonstragao:

F Vx Az VVeBx — Ve(Ax V Br)
V VaxAx VVrBx
F Vz(Az V Bx)
V VxAx V VxBx
F AaVv Ba F AaV Ba

V Aa V Ba

F Aa F Aa

F Ba F Ba
X X

Um dultimo comentario antes dos exercicios. Como o leitor deve ter percebido, nao
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alteramos a forma de tratar os tablos no CQC, apenas foram acrescentadas regras para
um novo tipo de formula, as gerais. No mais, tudo continua como antes. Dessa forma, nao
precisaremos falar sobre consequéncia logica, pois a forma como demonstra-las continua

idéntica, com o acréscimo de quatro novas regras. Agora sim, aproveite os exercicios.

EXERCICIOS
1. Mostre a validade das seguintes formulas usando tablos:

Exercicios a coletar
Exercicios a coletar

Exercicios a coletar

)
)
)

d) Exercicios a coletar
) Exercicios a coletar
) Exercicios a coletar
) Exercicios a coletar
)

Exercicios a coletar
2. Mostre a validade das seguintes consequéncias logicas usando tablos:

a) Exercicios a coletar

(c) Exercicios a coletar
(d) Exercicios a coletar
(e) Exercicios a coletar

)
g) Exercicios a coletar
)

(h

—

(a)
(b) Exercicios a coletar
)
Exercicios a coletar
(

Exercicios a coletar

4.4.1 Comentarios sobre variaveis livres

Nao falamos do conjunto universo por dois motivos fortes. O primeiro é que supor a

existéncia deste conjunto leva a uma contradigao (vide Paradozo de Russel'®). E a segunda

10Vamos resumir o paradoxo informalmente. Ao afirmar a existéncia do conjunto universo, isto é, do
conjunto de todos os conjuntos, estariamos afirmando que ele contém ele mesmo. E fato que o conjunto
das partes de um dado conjunto nao-vazio A é “maior” do que A (e o conjunto universo, obviamente, é
nao-vazio). Mas o conjunto de todos os conjuntos deveria conter, também, o seu préprio conjunto das
partes, o que o faria ser maior ou igual a ele, o que é um absurdo. Isto é, supor a existéncia de um
conjunto universo gera uma contradigao.
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é que a exposicao almeja simplificar o conteiido. No entanto, para falar de uma férmula de
variaveis livres, vale falar de um conjunto “maior”, que contém as constantes pelas quais
podemos substituir as varidveis na férmula (algo como um “universo de discurso”). Como
dito, uma féormula de variaveis livres nao é uma proposicao, pois nao podemos dar um
valor de verdade para ela. De fato, dependendo da constante que escolhermos no conjunto
“maior”, podemos avaliar a verdade da formula. Note que, ao falar de uma variavel
livre, podemos entender que temos a liberdade de substituir a variavel pela constante que
quisermos e, entao, ver o que acontece. No geral, hd um subconjunto do conjunto “maior”
que, para qualquer constante que escolhermos neste subconjunto, a férmula poderd ser
avaliada como verdadeira, e outro subconjunto onde a formula sera falsa.

Dizendo de outra forma, dependendo do conjunto “maior”, uma férmula de variaveis
livres gera um conjunto (podendo, claro, ser vazio). Este tipo de férmula é de maior in-
teresse para a teoria dos conjuntos do que para o CQC. No entanto, podemos facilmente
aproveitar estas férmulas fazendo com que se fechem, utilizando o que chamaremos de fe-
cho. Vocé (além da férmula) também serd livre para fecha-las como quiser, isto é, usando
o fecho universal ou o fecho existencial. Geralmente é mais interessante testar o fecho
universal, pois poderiamos dizer que casos de existéncia sdo “menos gerais” (porém impor-
tantissimos em muitos casos, como temos em geometria euclidiana). Podemos formalizar

os fechos da seguinte maneira:

DEFINIQAO 10 Seja o uma formula aberta, e sejam xi,xs,T3, ..., T, Suas varidveis

livres. Diremos que a formula VYxVaoVrs..Va,a € o fecho universal de .

DEFINIQAO 11 Seja o uma formula aberta, e sejam xq,xs,T3, ..., T, Suas varidveis

livres. Diremos que a formula dx13xo3x3...3x,a0 € 0 fecho existencial de .

Fechamos uma féormula com o intuito de aproveitar sua construcao. O fecho possibilita
trabalharmos com ela nos procedimentos de prova e em outras aplicagoes do CQC.

O proximo comentario merece destaque. O faremos com o intuito de esclarecer um
detalhe do conteudo que, possivelmente, podera ter confundido o leitor. Falo de um
detalhe na regra de construcao para os quantificadores. Pois bem, como o leitor deve ter
percebido, falamos que afx/c| é a férmula «, sendo substituida todas as ocorréncias livres
da varidvel x por uma constante individual c. Talvez o leitor se perguntou: Ocorréncia
livre? Como assim, se « estava quantificada? O fato é que “a simplesmente” nao estava
quantificada.

Veja bem. Quando afirmamos Vza, supomos que x ocorre em «, e que o quantificador
universal quantificou essa(s) ocorréncia(s). O fato é que a é uma férmula aberta onde
ocorre z, fechada (aplicado o fecho) pela quantifica¢ao Vz. O fato é que, ao aplicar a regra,
devemos retirar a quantificacao de « e, entao, substituir as ocorréncias de x que ficaram

livres. Por que fazer isso? Para exemplificar, tomemos a férmula Va(Pz — JxSz). Neste
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caso, a formula o é Pr — dxSx. Veja que a Unica ocorréncia livre da variavel x em « é
em Pzx. Se quisermos fazer a substituigdo afz/c|, devemos, conforme a regra, substituir
as ocorréncias [ivres, isto é, substituir apenas em Px, pois x nao ocorre livre em Sz. Se,
no enunciado das regras, nao faldssemos de ocorréncias livres, o estudante iria cometer o
erro de mudar todas as ocorréncias de x na féormula «. E, no caso, o que aconteceria com

Jx? Esperamos ter esclarecido as regras.

4.5 Deducao Natural no CQC

Certamente o leitor suspeita (corretamente) que a deduc@o natural ndo sofrera al-
teragoes com a introducao dos predicados, e que apenas se acrescentarao regras de in-
feréncia novas para os quantificadores. De fato, é o caso. Constantes proposicionais
e constantes de predicados sao, ambas, formulas atomicas, e deverao ser tratadas na
deducao da mesma maneira. Nesta secdo, apresentaremos quatro regras de inferéncia

diretas para os quantificadores.

4.5.1 Regras para o quantificador universal

As regras que apresentaremos apresentam certa semelhanca com aquelas dos tablos.
Continuaremos a usar «[x/c| para os mesmos propésitos, porém, como sabemos, a dedugao
nao envolve verdade, mas apenas a manipulagao das féormulas que ja temos. Vejamos nossa

primeira regra de inferéncia, a eliminacao do universal, simbolizada por EV:

Eliminagao do Universal (EV): Vaa

alz/c]
O enunciado é idéntico ao dos tablos, isto é, de Vra, podemos derivar afx/c|, para qual-
quer constante c.
Além de eliminar o universal, também poderemos, com algumas restri¢oes, introduzi-
lo. A regra se chamard introdugao do universal e serd simbolizada por IV. Seja a(c) a
férmula o contendo alguma ocorréncia de uma constante ¢, e afc/z| a férmula alpha tendo

todas as ocorréncias da constante ¢ substituidas por x. A féormula fica assim:

Introdugao do Universal (IV): a(c)
Veale/x]

porém com duas restricoes. A primeira é que essa constante nao pode ocorrer nas premis-
sas ou em alguma hipétese que ainda esteja valendo na linha de a. Se nao seguissemos

estas restrigoes, estariamos, por exemplo, validando o seguinte argumento:
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1 Cs P
2| VaCx v, 1

E estariamos concluindo de ‘Sérgio é canhoto’ que ‘Todos sao canhotos’. O que é, obvia-
mente, invalido.
A segunda restricao é que a constante c seja substituivel por x em «. A definicao de

constante substituivel pode ser formulada assim:

DEFINIQAO 12 Seja o uma formula onde uma constante ¢ ocorre. Dizemos que ¢ €

substituivel por x em « se nenhuma parte de o da forma Jx ou YxB contém c.

[lustremos com o seguinte exemplo. Se « for a férmula dx Bxa, da definigao, decorre que a
constante a nao é substituivel por . Nao fosse a restricao, nos seria permitido introduzir

o universal e obter

VedxBxx

e teriamos um quantificador desnecesséario. Poderiamos, entao, descarta-lo e obter
drBxx

que nao foi o pretendido.

As regras de inferéncia diretas para o quantificador universal ficam assim resumidas:

Eliminacao do Universal (EV) Introdugao do Universal IV
Vra a(c)
alz/d] Veale/z
para qualquer constante c. desde que ¢ nao ocorre em alguma

premissa ou em hipdtese aberta,
e que c seja substituivel

por r em «

Posteriormente (na segao 4.5.4) havera uma pequena abordagem dos erros mais comuns
que o estudante podera cometer. Caso queira, leia a secao antes de fazer os exercicios.
Se compreendeu com clareza como as regras EV e IV funcionam, entao pode comegar a

divertir-se com alguns exercicios:

EXERCICIOS

1. Demonstre a validade das seguintes formas de argumento:
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(a) {Vz(Pzr — Qx),~Qb} - ~Pb
(b) {Vx(~Gx — —Fx), Fc} F Ge
(¢) {Vz(Px — Qx),Vr(Qr — Rxb)} - Pa — Rab
(d) {VaFz ANVyHy,V2¥aTzx} = Fa A Tab

(e) {Vx(Pzx A Qx)}F VxPx

(f) {Vz(Ax — Bz)} F Va(-Bx — —Ax)

g) {VaPr — VzQz,-Qa} - —VzPx

)
)
)
)
)
)
)
h) {VaVyLay} - VyVzLay

(
(

2. Traduza, usando a notagao sugerida, e demonstre a validade:

(a) Todo papagaio é vermelho. Currupaco é um papagaio. Logo, Currupaco é

vermelho. (c: Currupaco; Px: x é um papagaio; Rx: x é vermelho)

(b) Nenhuma arara é vermelha. Todos os papagaios sao vermelhos. logo, nenhuma

arara é um papagaio. (Ax: x é uma arara)

(¢) Todo papagaio é vermelho ou verde. Currupaco nao é verde. Logo, se currupaco

¢ um papagaio, entao é vermelho. (Gx: x é verde)

(d) Todos amam todos. Logo, Romeu ama Julieta e Julieta ama Romeu. (r:

Romeu; j: Julieta; Axy: x ama y)

e) Todos os papagaios amam Julieta. Quem ama julieta detesta romeu. Quem
Tod gai Juliet julieta detest
detesta Romeu tem bom gosto. Logo, todos os papagaios tém bom gosto.

(Dxy: x detesta y; Gx: x tem bom gosto)

4.5.2 Regras para o quantificador existencial

Também semelhantes as dos tablos, as regras de inferéncia diretas para o quantifica-
dor existencial serao, também, as de eliminacao do existencial (E3J) e de introdugao do
existencial (I3). Vejamos primeiro a segunda, que diz, por exemplo, que da informacao

de que ‘Pietra ¢é bailarina’, podemos concluir que ‘alguém é bailarina’:

Introdugao do existencial (I13): al(c)
dzralc/z

onde «a(c) é uma férmula onde ¢ ocorre, e afc/x]| é a férmula resultante da substitui¢ao
de uma ou mais ocorréncias da constante ¢ em « por z, desde que ¢ seja substituivel por
x (vide defini¢do 12). Veja que, ao contrario da introducdo do universal, aqui podemos
substituir uma ou mais constantes. Nao somos obrigados a substituir todas as ocorréncias,

mas apenas aquelas que nos for conveniente na demonstracao. Por exemplo, seja Bxy:
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xr ama y. Se tivermos Bss (Sheyla ama ela mesma) numa linha, podemos introduzir o

existencial de trés maneiras:
1. JzBzxs (alguém ama Sheyla)
2. JxBsx (Sheyla ama alguém)
3. JrBzx (alguém ama a si mesmo)

Vejamos mais um exemplo. “Suponhamos” que Sarney seja um politico bandido, e

queiramos concluir de ‘Sarney é um politico bandido’, que ‘alguém é um politico bandido’:

1y Ps N\ Bs P
2| Jx(Pz A Bx) 3,1

Na linha 1, temos a(s) (que é PsA Bs) e, segundo o enunciado da regra, podemos aplica-la
sem se preocupar se a constante estda em premissas ou se estamos aplicando a regra numa

hipotese aberta. Ainda poderiamos aplicar a regra da seguinte forma:

1, Ps A Bs P 1, Ps A\ Bs P
ou

2| Jz(Pz A Bs) 3,1 2| Jx(Ps A Bx) 3,1

Deixamos por ultimo a regra de eliminacao do universal porque esta é mais complicada
(nado no sentido de dificil) do que as demais. Suponhamos que temos numa linha a férmula
JxBzx (alguém é um bobao). Nao sabemos de qual(is) constante(s) a féormula de refere.
Sabemos que existe, no minimo, um individuo que tem a propriedade de ser bobao. Sera
que poderiamos, como nos tablos, derivar Bec para alguma constante ¢ que ainda nao
apareceu?

1, dxBz P

2| Be Sera que podemos?

Note que, qualquer que seja a constante ¢ que coloquemos neste caso, teriamos uma
constante que nao aparece em premissa, nem em hipotese vigente, o que nos permite
aplicar IV:

1) dzBx P

2| Be Sera que podemos?

3| VxBx Iv, 1

Dessa forma, concluimos de ‘Alguém é um bobao’ que ‘Todos sao bobdes’, o que é, ob-
viamente, invalido. Entado, em que situa¢oes podemos eliminar um existencial? A se

estabelecerd da seguinte maneira (atengao nas restrigoes):
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dra

alx/c]

Eliminagao do existencial (EJ):

p

sendo afz/c] a férmula resultante da substituigao de todas as ocorréncias livres da varidvel
x em « pela constante ¢, desde que ¢: (1) nao ocorra em premissa alguma, (2) ndo ocorra
em hipétese que esteja valendo na linha da aplicacao da regra, (3) ndo ocorra em « e (4)

nao ocorra em [3.

Ou seja, para aplicar Ed, devemos supor hipoteticamente — porque nao sabemos de
quem estamos falando — que o quantificador refere-se a uma constante ¢ que devemos
assegurar ser uma constante nova (nao necessariamente nova''). Se conseguirmos derivar
uma féormula [ onde a suposta constante ¢ nao mais ocorre, entao podemos fechar a

hipétese e afirmar S numa linha comum da dedugao.

Vamos fazer um exemplo. Vamos provar a validade da sentenca ‘Se existem mulheres

lindas entao existem mulheres’, que formularemos como a consequéncia légica: {3z (Mx A
Lx)} F JxMa:

1| Jz(Mx A Lx) p

2| | MaA La H (para E3J)
3 Ma S, 2

4 dxMx 4, 3

5 dxMx Ed, 1, 24

E, assim, fica provada a consequéncia légica que queriamos. Facamos uma pequena
narracao da deducao. Primeiro, notando que a constante a nao ocorre, conforme as
restricoes da regra que queremos aplicar, fizemos uma hipdtese com o intuito de aplicar
E3. Ao fazer a hipdtese, conseguimos derivar Ma, que estava de acordo com a regra I3.
Obtemos, assim, uma férmula onde a suposta constante nao mais ocorre (e que é a férmula
que queremos), o0 que nos permite aplicar a regra E3 e, entao, afirmar esta férmula numa

linha nao-hipotética da dedugao, o que nos fez concluir a demonstracao.

Na segao 4.5.4 veremos, além dos erros mais comuns que o estudante possa cometer,
a exemplificacao do que pode ocorer caso nao respeitemos as restricoes impostas pelas
regras para os quantificadores universal e existencial. Resumindo, agora, as regras para o

quantificador existencial que vimos, ficamos com o seguinte quadro:

11Se a constante foi inserida na deducdo pela aplicacdo da regra EV, ou se a constante aparece numa
hipétese fechada (descartada), a regra poderd ser aplicada sem problemas.
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Introdugao do existencial (I13) Eliminagao do existencial (EJ)
a(c) Jza
Jralc/z] alz/c|

para qualquer constante c

substituivel por x em «

s

desde que ¢ nao ocorra em
premissa, nem em hipdtese

aberta, nem em « e nem em [

EXERCICIOS
1. Demonstre a validade dos seguintes argumentos:

(a) {Rab} F JzIyRry
(b) {Vz(Px — Qx), Pa} - J2Qx
(¢) {Vz(Px Vv Qx),~Qb} - JyPy
(d) {3zPz — Vz—=Qz, Pa} F —-Qa
(e) {Vz(Px — Qx),Iz—Qz} - Jx—Px
(f) {Va(-Gx — —Fz),JzFz} F JxGar
(g) {Vz(PzV Qz),3y—Py} F 32Q=z
(h) {Vx((Az V Bz) — Cz),3rAz} F JaCx
2. Traduza usando a notacao sugerida

(a) Todo papagaio é vermelho. Existem papagaios. Logo, existem coisas verme-

lhas. (Px: x é um papagaio; Rx: x é vermelho)

(b) Nenhuma arara é um papagaio. Currupaco é um papagaio. Logo, algo nao é

uma arara. (c: Currupaco; Ax: x é uma arara)

(¢) Nenhum papagaio é cor-de-laranja. Algumas aves sao papagaios. Log, algumas

aves nao sao cor-de-laranja. (Bx: x é uma ave; Lx: x é cor-de-laranja)

(d) Alguém é amado por todos. Logo, todos amam alguém. (Axy: x ama y)
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Qualquer um que seja mais perigoso que Natasha é mais perigoso que Boris.
Ha& espioes mais perigosos que Natasha. Logo, ha espides mais perigosos que
Boris. (b: Boris; n: Natasha; Ex: x é um espiao; Dxy: x é mais perigoso que

y)

As pessoas romanticas sao inspiradas pela Lua. Quem é inspirado pela Lua
nao gosta de rosas. Mas todos gostam ou de rosas ou de flores do campo.
Logo, pessoas romanticas gostam de flores do campo. (Px: x é uma pessoa
romantica; Lx: x é inspirado pela lua; Rx: x gosta de rosas; Fx: x gosta de

flores do campo)

Alberto é amigo daqueles que nao sao amigos de si mesmos. Logo, alguém é

amigo de si mesmo. (a: Alberto; Fxy: x é amigo de y)

Tudo deve estar em movimento ou em repouso, mas um objeto em voo sempre
ocupa um espaco igual a si mesmo. Mas o que sempre ocupa um espaco igual
a si mesmo nao esta em movimento. Como o que nao estd em movimento esta
em repouso, segue-se que um objeto em voo estd, na verdade, em repouso. [Um
dos paradoxos de Zénon de Eléia] (Mx: x esta em movimento; Rx: x esta em
repouso; Ox: x é um objeto em voo; Ex x sempre ocupa um espaco igual a si

mesmo)

4.5.3 Regras de inferéncia derivadas para quantificadores

O leitor deve recordar que, na secao 4.4, demonstramos a validade de —dxPx —

V= Pz, bem com de dr—Px — —VzPz. O fato é que ambas as formas sao, na verdade,

equivaléncias logicas. Estas darao fruto a duas regras de inferéncia reversiveis para os

quantificadores. As chamaremos de Intercambio de Quantificadores, e as simbolizaremos

por I1Q. Serao formuladas assim:

Voo —Jdra

dr—a V-

Vamos demonstrar, via deducao, que —=Vxa = Jr—a. A recipocra desta, e a outra,

digo ~dra & Vr—a, serd deixada como exercicio.
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© 0 N O Ot = W NN =

10
11

E fica,

—Vra P /7 Jz-«
—=3Jr—a H/? CTR
—a(c) H/? CTR
dr—-a 4, 3
Jdr—a A ~Jdz-a C, 24
——a(c) CTR, 3-5
a(c) DN, 6
Vra v, 7
Vra A —Vra C, 18
——dra CTR, 2-9
dr—a DN, 10

assim, demonstrado que dz—a decorre de —Vza.

EXERCICIOS

1. Prove os demais casos da regra de Intercambio de Quantificadores.

2. Demonstre:

4.5.4

(a) {~Vz—Pz} F 3oPx
(b) {~3z—Pz}+ VzPz
()
(d) {VeFz AVzHz} FVo(Fx A Hz)

(e) {Vz(Pz A —~Raxb), Ix(-~Qx V Rxb),Yz(—~Rxb — Qz)} + JyRyb
(

¢) {Vx(Px A Qx)} FVePx ANVxQx

f) {Va(Fz — Hzx),V2(Tz — Fz),3y(Ty AN Qy)} F Jx(Hz A Q)
(g) {Fz(Pzx AQx)} F JzPx A JzQux
(h) {VYxPzr — VzQx,Iz—-Qx} - =V Pz

(i) {FzPbzx,VaVy(Pry — Syx)} F JxSxb

Erros e violacoes

Faremos, agora, umas poucas ressalvas, evidenciando fatos das regras que talvez o

estudante esquecga e acabe nao as aplicando devidamente.

Comecemos pela regra do quantificador universal. O primeiro ponto a ressaltar é que,

no caso da multipla quantificacao, vocé deve eliminar um quantificador de cada vez. Por
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exemplo, a validade de VaVyVzBxyz = Babc fica assim demonstrada:

1| VaVyVzBryz P / 7 Babc

2| YyVzBayz EV, 1
3| VzBabz EV, 2
4| Babc EV, 3

Isso porque a férmula « citada na regra é VyVzBzyz, e afz/c] diz para trocar uma varidvel

livre x por uma constante, nunca mais que isso.

Outro erro comum ¢ aplicar a regra da seguinte forma:

1 VeBx — Hb P
2| Ba — Hb EV, 1

O passo 2 esta completamente fora das regras. Note que EV aplica-se a férmulas gerais,
nao a implicagoes. Ter VxBx — Hb nao é o mesmo que ter Vo (Bx — Hb), ndo se engane!
A primeira é uma implicacao, a segunda, sim, é uma formula geral. O mesmo serve para

a Id e as demais. Logo exemplificaremos.

Agora, para introduzir um universal, isto é, utilizar 1V, devemos respeitar a regra
e escolher uma constante que nao esta nas premissas, bem como em hipdteses abertas.
Além do mais, devemos verificar se a constante é substituivel (isso também serve para
[3). J4 exemplificamos os erros que podem acontecer em caso de violagao das restrigoes.
A tnica coisa é que, em «afc/x], ao aplicar 1V, todas as ocorréncias da constante deve ser
substituida por z. O mesmo vale para afz/c] quando aplicamos EV, pois devemos fazer a
substituicao de todas as variaveis livres pela constante. Caso nao respeitemos isso, veja

um exemplo do que pode ocorrer. Seja Gxy: x gosta de y, e Nx: x é narcisista.

1| Va(Gzx — Nx) P
2| Gpp — Np EV, 1
3| Yy(Gyp — Ny) Iv  ERRO!

Ou seja, a partir da premissa de que todos que gostam de si mesmos sao narcisistas,
estamos concluindo que todos que gostam do palhago biribinha sao narcisistas, o que
é, obviamente, invalido. Se usdssemos corretamente a regra na linha trés, obteriamos

Yy(Gyy — Ny) (que é idéntica a férmula inicial).

Agora sobre a regra I4. Esta é, sem duivida, a regra mais liberal das de quantificadores.
Com ela, da informacao de que uma constante tem uma caracteristica, podemos concluir
que alguém tem essa caracteristica (por exemplo, a constante da qual derivamos). O que
podemos falar sobre ela é um cuidado que nao é sobre a regra em si, mas sobre a forma

como usamos as regra de introducao e de eliminacao de quantificadores. Como dito, estas
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regras sao aplicadas a féormulas, nao a partes de férmulas. Nao podemos, pois, fazer o

seguinte (considere Fx: x foi a garota fantéastico; Lx: x é linda):

1 Fl — LI P
2| dzFx — LI 4,1 ERRO!

Caso aceitassemos esta aplicacao errada da regra, estariamos concluindo, da premissa de
que ‘Se Lacraia foi a garota fantastico entao Lacraia é linda’, que ‘ Se alguém foi a garota
fantastico entao Lacraia ¢é linda’, o que é invalido. Uma aplicagao correta da regra na

linha dois forneceria 3z(Fz — Lx).

Por 1ltimo, a regra de eliminagao do existencial. Vejamos o que podemos deduzir, se
nao respeitamos as regras. No presente exemplo, vamos escolher uma constante que esta
ocorrendo numa hipétese aberta (considere a notagdo: Px: x é um peixe, Fx: x é um

felino, Cx: x é carnivoro):

1 | Jz(Px A Cx) p

2 | Jz(Fz A Cx) P

3 PanCa H / (Para EJ)

4 FanCa H / (Para E3 777)

5 Pa S, 3

6 Fa S, 4

7 Pa AN Fa 5,6, C

8 Jz(Px A Fx) 7,13

9 Jz(Px N Fr) 24-8, E3  ERRADO!
10| Jz(Px A Fx) 1,3-9, E3

Na linha 4 foi feita uma hipdétese sem fundamento. Poderiamos fazé-la para outro propo-
sito, nao hé problema nela. Mas para o proposito assinalado (Para E3  777) é totalmente
inadequada. O fato é que, na linha 9, a aplicacao da regra falhou. Vamos examinar o
porqué. A partir do momento que fizemos a hipétese da linha 4, j& tornamos impossivel
a aplicacao da EJ, pois escolhemos uma constante (a constante a) que ja estava numa
hipdtese aberta. Assim, 9 ndao é uma aplicagao valida da regra, pois a constante a escolhida
ainda estd ocorrendo numa hipé6tese aberta (a da linha 3). Note que, interpretando esta
deducao errada, percebemos a que absurdo chegamos na conclusao. Da premissa de que
alguns peixes s@o carnivoros (Jz(Pxz A Cx)) e, de outra, que alguns felinos sdo carnivoros

(Jz(Fx A Cz)), concluimos (erroneamente) que alguns peixes sao felinos (3z(Px A Fz)).
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4.6 Consideracoes Finais do capitulo

Fechamos, assim, mais um capitulo. Em questao de conteido,praticamente encerramos
o que tinhamos para estudar. Para o leitor que leu atentamente e fez os exercicios (pelo
menos a maioria deles), esperamos que esteja convencido de que seu raciocinio 16gico
e sua compreensao da logica por tras dos argumentos tenha sido elevada notavelmente.
Especialmente na matematica, a argumentacao formal (processos formais de inferéncias)
sao essenciais para a aceitacao das demonstracoes. Ha alguns séculos, com o advento do
conceito de demonstracao formal de Frege'?, nao ha mais espaco para qualquer tipo de
inferéncia que requeira qualquer tipo de persuasao ou coisa do tipo. E, em enorme escala,
a logica estd impregnada na matematica, em seus enunciados e definicoes. Uma mistura
de l6gica com matematica da fruto ao que se chama, comumente, de 16gica-matematica. E
este tipo de logica, para ser bem compreendido, requer um estudo orientado para a parte
mais pura da légica (ja4 que a parte pura da matemadtica, o estudante tem um contato
maior).

Na proxima secao, faremos aplicagoes do método da deducao natural em demons-
tragbes mateméticas (sinta-se incentivado a aplicar os tablos também). Nosso foco sera
a Teoria dos Conjuntos, mas também sobrevoaremos outras disciplinas importantes da

matematica.

12Gottlob Frege (1848-1925) foi um matemético e légico (além de filésofo) alemao. Seus estudos ino-
varam ao introduzir o conceito de demonstracao formal, que hoje conhecemos e realizamos amplamente
nas teorias axiométicas. Ao leitor curioso, recomendamos fortemente a leitura de REFERENCIAR.



Capitulo 5

DEDUCAO NATURAL APLICADA
A SISTEMAS AXIOMATICOS

Nesta secao, falaremos sobre sistemas axiomaticos, bem como aplicaremos nossa es-
tratégia de deducao natural a algumas disciplinas da matematica. Porém, como o es-
tudante perceberd, a aplicagdo que faremos nao esgota (longe disso) as disciplinas as
quais o método é aplicavel. Como veremos, todo e qualquer sistema axiomatico pode ter
suas demonstragoes realizadas com o procedimento da dedugao natural (claro, com uma
adaptacdo aqui, outra ali). Mas, antes de comegarmos, vale falar um pouco do que s@o

sistemas axiomaticos, e da historia deles.

5.1 Axiomatizacao e formalizacao

Tudo comegou com a matematica, mais especificadamente com a geometria, ha mais
de 4500 anos. Os povos antigos do Egito usavam o método de “medicao da terra” para
demarcar terras cujas marcacoes haviam sido apagadas pela cheia do Rio Nilo. Mas
esta geometria era muito diferente das que temos hoje. Nao havia nenhum carater for-
mal dessas medicoes, nem havia conjunto amplo de informagoes essenciais além de fatos
basicos como “a linha divide terra em duas partes”, mas nada formalizado. O foco do
conhecimento era a aplicagao.

A histéria da geometria comeca a mudar com o filésofo que foi, possivelmente, o in-
trodutor da geometria na Grécia, Tales de Mileto, mais ou menos no século VI a.C. Com
Tales, surgiram os primeiros resquicios formais de um sistema geométrico. Haviam mui-
tas informacoes essenciais, verdades geométricas comprovadas, e cada vez se descobria
mais. Nao sé conhecimentos aplicados (ou aplicaveis), mas também se desenvolvia conhe-
cimento abstrato. Na Grécia antiga realizavam-se as primeiras demonstragoes de verdades
geométricas, como o teorema de Pitagoras. A geometria passa a, cada vez mais, acumular

teoremas demonstrados. Sabia-se muito bem que, de sentengas verdadeiras, poderiamos

89
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extrair outras sentencas ainda verdadeiras.

Tudo vai muito bem, nao? Nao. O problema das demonstracoes até entao realizadas
era o seguinte. Suponha que haja uma sentenca o demonstrada pelo conjunto de sentencas
B, B1, B2, B3, ..., Bn. A verdade de « é garantida pela verdade de cada sentenca (3. Mas
como verificar a verdade de, por exemplo, 5,7 Ora, a sentenca beta dois foi demonstrada
pelo conjunto de sentencas v1,¥2,73, .., Vo E 0 que garantiu a verdade das sentencas 7
Dessa forma, ou regredimos ao infinito, ou entramos num circulo vicioso, isto é, temos
sentencgas que se demonstram. Um outro grande problema era a quantidade de fatos que
eram aceitos pela “intuicao intelectual” simplesmente, sem uma demonstragao. Os varios
fatos que os filésofos consideravam como intuitivamente verdadeiros eram rapidamente
adicionados ao estoque de sentencas verdadeiras. Esse ato muitas vezes gerava erros

graves, obrigando os filésofos a investigar onde a intuicao falhou.

O problema tem uma solugao (ou quase) com Euclides, em meados do século III a.C.,
em sua obra prima Os Elementos. A ideia de Euclides era reduzir o maximo possivel a
quantidade de sentencas aceitas intuitivamente sem demonstracoes, bem como de termos
aceitos sem defini¢ao, entendidos intuitivamente. Algumas poucas sentengas (as mais in-
tuitivamente evidentes) aceitas sem demonstracao serviriam de base para a demonstragao
de todas as outras. Estas sentencas formaram um pequeno conjunto de sentengas auto-
evidentes, e foram chamadas de axiomas e postulados. Dessa forma, para toda sentenca
verdadeira da geometria, ou ela era um axioma ou um postulado, ou ela pode ser con-
cluida a partir deles através da argumentacao do geometra. Da mesma forma, alguns
pouco termos foram aceitos sem definigdo (os chamados termos primitivos), e, a partir
destes, todos os demais termos seriam definidos. O método axiomatico de Euclides per-
maneceu praticamente inalterado durante mais de 2000 anos, e ainda hoje ¢é utilizado.
Na verdade, nesse periodo, este método se quer foi questionado! Porém, como nem tudo
sao flores, o método axiomaético de Euclides simplesmente nao era suficiente para garantir
a verdade de todas as sentencas afirmadas. O fato é que, apesar da exigéncia de de-
monstragoes, o processo de argumentacao merecia atengao. Muitas destas demonstragoes
usavam argumentos intuitivos, alguns até duvidaveis. O processo de inferéncia utilizado
carecia de formalismo. Uma demonstracao consistia em um processo psicolégico que o
intelectual realizava a fim de convencer outras pessoas da verdade das sentencas. O que

se exigia no processo era apenas que o argumento seja intuitivamente convincente.

Agora, sim. O problema tem uma solu¢ao no século XX, com a no¢ao de demonstra¢ao
formal de Frege. Nao havia mais processo psicolégico envolvido (falo de qualquer tipo
de persuasao ou qualquer coisa do tipo). A nocao de Frege possibilitou aos sistemas
axiomaticos tornarem-se sistemas formais. Entra ai todas a formalizacao que viemos
estudando, incluindo as regras de inferéncia. A nocao de Frege evidenciou a necessidade
de estabelecer regras sintdticas formais para obtengao de sentencas verdadeiras a partir

das sentengas primitivas, bem como de obter novas regras sintdticas, a partir de algumas
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poucas tomadas como vélidas a priori.
As caracteristicas de um sistema formais s@o bem definidas. Seus componentes basicos

sao os quatro seguintes:

1. Um sistema formal I' deve ter um alfabeto, que devera conter todos os caracteres

utilizados na linguagem a ser formalizada.

2. Um sistema formal I" deve conter um conjunto de regras de formag¢ao, que permitirao

decidir se uma sequéncia de caracteres da linguagem forma uma sentenca dela.

3. Um sistema formal I' deve conter um conjunto de axiomas, isto é, um conjunto de

sentencas bem formadas aceitas (afirmadas) sem demonstragao.

4. Um sistema formal I' deve conter um conjunto de regras de transformagdao, que
permitirdao obter (derivar) novas sentengas a partir dos axiomas ou de sentencas ja

obtidas anteriormente.

Obviamente, o CQC é um sistema formal. Na proxima se¢ao, o utilizaremos para reali-
zar demonstracoes em algumas disciplinas matematicas, utilizando o método da deducao
natural. Claro que, em cada disciplina destas, o método da dedugao pois podera sofrer al-
gumas alteragoes. Nao obstante, o aspecto geral sera praticamente idéntico ao que viemos

estudando.

5.2 Teoria dos Conjuntos

Supomos que o leitor ja tenha afinidade, ou ao menos familiaridade, com o que ha de
mais elementar na teoria dos conjuntos. Faremos uma revisao rapida dos principais con-
ceitos e operagoes, para entao comecgarmos nossas demonstracoes. Mais uma observacao.
Para simplificar a notacao, as relagoes e operacoes entre conjuntos que veremos terao pre-
cedéncia sintética (precederao no cdlculo) apenas dos operadores condicional (bem como
implicacao légica) e bi-condicional (bem como equivaléncia logica). Ou seja, quando ope-
rarmos condicao, nao precisamos de parénteses. Quando operarmos com conjuncgoes e
disjuncoes, separaremos por parénteses. E, como antes, a negagao precede tudo, isto é,
quando operarmos com negagao, os parénteses sao desnecessarios.

Uma observagao importante. Em muitas defini¢oes e enunciados de propriedades
que veremos, por vezes trabalharemos com variaveis livres. Por padrao, considere que o

fecho dessas variaveis é sempre o fecho universal.

5.2.1 Nota inicial

Sabemos trabalhar com os quantificadores sobre varidveis. Vimos, no CQC, como

dizer de todos os individuos, bem como de alguns, que eles tém uma certa propriedade.
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Antes de trabalharmos com as disciplinas matemaéticas que trataremos, vale adiantar
uma das primeiras adaptacoes que a nossa forma de trabalhar, até agora, sofrera. Para
exemplificar, tome os seguintes predicados: C'x: x é um cachorro; Mx: = morde forte;
e Lxz: x late alto. A frase ‘Todo cachorro morde forte e late alto’ pode ser formalizada

COIMo:

Vo(Cx — Mz A Lx)

Como ficaria esta formula, se disséssemos que a variavel x sé serd usada para cachorros?
Sem duvida, podemos eliminar Cz e ficar com Va(Mz A Lz). Ja fizemos algo parecido
quando dissemos que letra maitsculas sao para predicados e as mintsculas para sujeitos,
de forma que nao precisariamos dizer, na férmula, que C' é um predicado, ou que x é
um sujeito. Na verdade, estas afirmacoes nem pertencem a linguagem em questao, mas a
metalinguagem.

Nas teorias matematicas, por exemplo, na teoria dos conjuntos, diremos que as letras
maitsculas A, B, C, etc. sao exclusivas para conjuntos, e que as variaveis x, y, z, etc. sao
exclusivas para elementos. Os predicados da teoria dos conjuntos (que sdo bem definidos
e todos bindrios) serao diferentes. Para eles, surgirdao simbolos como ‘=, €, C, etc.’, que
sao predicados, mas que serao utilizados de uma forma um pouco diferente: o simbolo se
localizara entre os sujeitos. Por exemplo, ao invés de escrever = AB ou = xy, escreveremos
A= Bex=y. A respeito das quantificacoes, as disciplinas separarao certas variaveis
para certos entes, e estas poderao ser quantificados. Ou seja, podera ocorrer, mesmo que
estranho para nos, a quantificacao VX. Neste caso, nao precisamos de um predicado para

afirmar que X é um conjunto, pois ja estd implicito na linguagem da teoria.

5.2.2 Conceitos basicos
Na linguagem da teoria dos conjuntos, utilizaremos os simbolos da linguagem do CQC,
acrescentando os seguintes simbolos (e, talvez, alguns outros):

ev¢7:7C737C 2 Uaﬂa_v[:vx

L

Como ja comentamos, um dos conceitos matematicos que nao apresentam uma de-
finicao satisfatéria é o conceito de conjunto. Entenda conjunto como uma colecao de
elementos. Para conjuntos, reservaremos as letras maitisculas: A, B, ..., X,Y,...! Para
elementos, as letras minusculas: a,b, ..., x,y, .... Qualquer caractere admitira indices.

Quando falamos sobre férmula de variaveis livres, comentamos sua importancia para
a teoria dos conjuntos. Vale adiantar que, em defini¢oes e demonstragoes posteriores, por

vezes olharemos para férmulas de variaveis livres que descrevem a relacao de pertinéncia de

INdo precisamos mais utilizar varidveis para predicados, pois os predicados (na verdade, as relaces)
da teoria dos conjuntos sao finitos e, de certa forma, poucos. E nesse sentido que dizemos que sao bem
definidos.
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um elemento qualquer em um conjunto como uma “proposigao” (lembrando que esse tipo
de férmula ndo é uma proposigao). Dizendo mais corretamente, trabalharemos com este
tipo de férmula como trabalhdvamos com uma constante proposicional. Embora z € X
seja uma formula de variaveis livres, na maioria das demonstragoes, teremos que x €
X & P, e calcularemos x € X como se fosse simplesmente P, embora nao substituamos
x € X por P na demonstracgao. Por exemplo, da informacao de que x € X -y €Y e
que z € X, podemos aplicar Modus Ponens e obter y € Y.

Escrevemos os conjuntos colocando seus elementos entre chaves e separados por virgulas.
E, para facilitar nosso trabalho, podemos dar letras maitsculas a eles. Por exemplo, o
conjunto Iy dos Dois Filhos de Francisco pode ser assim escrito: I} = {Zézé, Luciano}.
O conjunto unitario F5 dos filhos da Xuxa podem ser assim escritos: F, = {Sacha}. O
conjunto infinito P das pessoas pobres do Brasil pode ser assim escrito: P = {Filha do
Seu Zé, Seu Zé, Cleide, Méarcio da Silva, Eu, ..., Vocé, ...}. O conjunto vazio H dos
politicos brasileiros honestos pode ser escrito de duas maneiras, H = ) ou H = {}. Da
mesma forma, podemos escrever o conjunto I dos bons investimentos do dinheiro piblico
brasileiro como I = .

Pois bem, comecemos com a relagao que considero a mais basica da teoria dos conjun-
tos: a relacao de pertinéncia. Quando um elemento x pertence a um conjunto X, ou seja,
quando x é um dos elementos de X, escrevemos x € X. Quando nao, escrevemos x € X.
Note que dizer que um elemento nao pertence a um conjunto, é negar que ele pertence.

Ou seja, =(x € X) é o mesmo que z ¢ X. Por exemplo:

aec A
Sarney ¢ H
Sasha € Fy

Eu ¢ Fy
Copa de 2014 ¢ I

A relacao de pertinéncia é uma relacao que se dé entre elementos de conjuntos e conjuntos.
A segunda relacao basica é a igualdade de conjuntos. Dizemos que dois conjuntos
X e Y sdo iguais se satisfazerem a seguinte férmula (utilizamos ‘<’ para evidenciar a

substituicdo que faremos ao aplicar a defini¢ao):
VXVWY( X =Y e (z e X <z e€Y))

Interpretando a definicao, temos que: dois conjuntos sao iguais se, e somente se, possuem
os mesmos elementos. Vale lembrar que se dois conjuntos sao iguais, entao eles sao o
mesmo conjunto, de modo que ‘igual’ quer dizer ‘0 mesmo’.

A terceira relacao basica é a relacao de inclusao. Quando todos os elementos de um
conjunto X sao, também, elementos de um conjunto Y, dizemos que Y contém X, ou que

Y é superconjunto de X, e escrevemos Y D X. Da mesma forma, podemos dizer que X
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estd contido em Y, ou que X é subconjunto de Y, e escrever X C Y. Quando dizemos
que X esta contido em Y, estamos dizendo que todo elemento de X é elemento de Y, algo
parecido com ‘Todo X é Y’ (universal afirmativa), de forma que a definigdo de X C Y é
a seguinte:

VXVY( X CY »Ve(ze X wx€Y))

Como X C Y & Y D X, ambos apresentam a mesma definigao (obs.: a relacao de
inclusao se dé entre conjuntos). Faremos uma adaptagao na defini¢ao de inclusao. Liber-
taremos a variavel z, de forma a trabalhar com essa variavel livre. Utilizaremos ‘=" para
evidenciar a substituicao que sera feita ao aplicarmos a definicao. Ficamos, portanto, com

a seguinte definicao de inclusao:
VXWY( X CY = (zeX szeY))

Nao ha problema, pois trataremos * € A como P, lembra? Além do mais, z € A é o
mesmo que —P. E muito importante recordar isso, pois, como (x € AAN(x & A)éo
mesmo que P A =P, e este é uma contradi¢ao, concluimos que aquele também o é. E
importante ressaltar que a definicao é aplicada quando temos, por exemplo, D C H, de
modo a obter x € D — x € H. Todas as defini¢oes sao aplicadas de forma andloga.
Exercicios: (1) Qual férmula deve ser satisfeita para que se possa concluir que um
conjunto X nao é subconjunto de um conjunto Y? (2) Mostre que o conjunto vazio é
subconjunto de todos os conjuntos.

A relagao de inclusao verifica as trés seguintes propriedades:
e Reflexividade: VX (X C X)
e Antissimetricidade: VXVY (X CY)A (Y C X) e X =Y)
e Transitividade: VXVYVZ(X CY)AN (Y C Z)= X C Z)
Podemos unir as informagoes A C B e A # B numa mesma notagao escrevendo A C B

(ou B D A). Neste caso, dizemos que A é subconjunto prdoprio de B.

5.2.3 Conjunto vazio

O conjunto vazio é definido como aquele que nao contém elementos. Isto é, por

definicao de conjunto vazio, tem-se que:
Va(z & 0)

Assim como fizemos antes, libertaremos a variavel da definicdo para utilizéd-la assim:

x ¢ (. Lembrando z ¢ @ é o mesmo que —(x € ()). Esta tdltima forma é mais itil
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na demonstracdo. Lembrando que podemos “chamar” (acrescentar em uma linha) essa
definicao a qualquer momento em uma demonstragao.

Outra propriedade relacionada ao conjunto vazio muito 1util nas demonstragoes ¢é a
Determinacao do Conjunto Vazio. Essa propriedade segue da definicao de igualdade de
conjuntos, e diz que, se qualquer conjunto tiver os mesmos elementos do conjunto vazio

(isto é, nenhum), entao esse conjunto ¢ o conjunto vazio:
VX (Ve(zr & X) < X =10)

Como sempre, libertaremos a varidvel x e trabalharemos com a definicao da seguinte

maneira;:

VX(z ¢ X & X =0)

Ao utilizar esta propriedade numa demonstracao, abreviaremos por Det. (). Ao utilizar a

definicao de conjunto vazio, abreviaremos por Def. ().

5.2.4 Primeiras demonstracoes com deducao natural

Comecaremos a utilizar a dedugao natural para demonstrar algumas propriedades dos
conjuntos nesta secao. O leitor nao tera dificuldade em aprender como fazer, pois ja co-
nhecemos muito bem a deducao natural usual, que é praticamente igual. Portanto, alguns
poucos comentarios serao feitos. Vamos comecar demonstrando as trés propriedades do
fim da segao anterior, comecando pela reflexividade. Ao aplicar uma definicao, justifica-
remos com uma abreviacao inteligivel. O estudante pode escolher como abreviar a sua
maneira (desde que nao haja ambiguidade), ou entdao nao abreviar. A demonstracao se

seguird por absurdo:

1} | ~(ACA4 H/? CTR

2l | (z€eA—2xecA Def. C, 1

3| | 7(m(zeA)V(zxeA) Def. —, 2

4 | ~~(z€A)A~(z€A)  DM,3

5| AC A CTR, 1-4  (Passo resumido)
6| VX (X c X) IV, 5

Simples, nao? Note que abreviamos a dupla negacao na linha 5. Podemos fazer isso
sempre que a negacao da hipdtese nos fornece uma dupla negacao que nao queremos.
No entanto, nao esquega que a regra permite negar a hipétese, o que retira negagoes ¢ a
regra DN. Na duvida, utilize a regra corretamente. A demonstracao se seguiu simples e

elegante. Seu professor de andlise vai adorar uma dessas na proval

A propriedade antissimétrica é facilmente demonstrada pela definicao de igualdade de
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funcoes, embora a demonstracao seja um pouco longa. A demonstracao fica assim:

1 (ACB)AN(BCA) H /7?7 RPC
2 ACB S, 1

3 BCA S, 1

4 reA—-zxreB Def. C, 2
5 reEB—xeA Def. C, 3
6 reA—reB CB, 4,5

7 A=BRB Def. =, 6
8 | (ACB)A(BCA) —A=B RPC, 1-7
9 A=B H /7?7 RPC
10| |[r€e A~ z€B Def. =9
11 reA—>zxr€eB BC, 10

12| l[reB—zx€eA BC, 10

13l |ACB Def. C, 11
14 BCA Def. C, 12
15| | (ACB)AN(BCA) C, 13,14
16| A=B—(ACB)AN(BCA) RPC, 9,15
17 (ACB)AN(BCA)«< A=B CB, 8,16
BIVXVWY(XCY)ANYCX)eX=Y) Iv, 17 (Passo resumido)

Na linha 18 resumimos a aplicacao da regra IV. O intuito é, quando evidente, reduzir o
tamanho da demonstracao. Faremos isso mais vezes. Porém, lembre-se que, assim como
na eliminagao, a regra estabelece a introdugao de um quantificador de cada vez.

Exercicio: Demonstre que vale a transitividade (3% propriedade).

5.2.5 Operacgoes com conjuntos I: Uniao e Intersegao

Chamamos de reunidgo (ou unido) dos conjuntos A e B o conjunto formado pelos
elementos de A somados aos de B. Simbolizamos por A U B (leia ‘A uniao B’). Antes
de definir unido, permita-me fazer um comentario. Até agora vimos as relacoes que
podem ocorrer entre conjuntos (inclusao e igualdade) e entre uma elemento e um conjunto
(pertinéncia). Agora veremos algumas operacoes que podemos realizar entre conjuntos
de modo a obter outros conjuntos. Embora, do ponto de vista légico, nao exista muita
diferenca, pois ambas, relagoes e operagoes, serao definidas como féormulas, no contexto
matematico a coisa muda um pouco. Assim como olhamos para, por exemplo, av como
um vetor (que, sim, é obtido pela multiplicagao de um escalar a com um vetor v), olhamos
para AU B como um conjunto (que, sim, foi obtido pela unido de um conjunto A com

um conjunto B). Digo isso por que ter A C (BUC) é como ter A € D. E como se ‘C’
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precedesse ‘U’. Mas é mais profundo: A C B é uma sentenca declarativa da teoria dos
conjuntos, AU B é um termo. Nao havera, pois, ambiguidade ao escrever A C B U C,
pois estamos afirmando que o conjunto A esta contido no conjunto B U C'. Agora, sim, a

defini¢ao de reuniao de conjuntos:
VXVWY(r e XUY & (z € X)V(ze€Y))

Ou seja, se o elemento x pertence a, no minimo, um do conjuntos envolvidos, entao ele

pertence a uniao.

Chamamos de intersecao dos conjuntos A e B, e escrevemos AN B, o conjunto formado
pelos elementos que sao comuns a A e a B, isto é, que estao tanto em A quanto em B. A

assim definida a intersecao de conjuntos:
VXVY(z e XNY & (e X)AN(x €Y))

Ou seja, um elemento x esta na intersecao de dois conjuntos A e B se satisfaz a conjuncao
(x € A) A (x € B). Um comentdrio a respeito das demonstragoes. Quando quisermos
demonstrar uma igualdade de conjuntos, devemos sempre obter o que a defini¢ao de igual-
dade requer: uma bi-implicacao dizendo que um elemento esta em um se, e somente se,
estd em outro. E, como sabemos, para obter uma bi-implicagao, devemos obter primeiro

duas implicacoes “em sentidos opostos” e, entao, usar CB.

Vamos, agora, demonstrar algumas propriedades acerca da uniao e intersecao de con-

juntos. Comecando com a propriedade
VX(XUD=X)

Para essa igualdade, devemos obter a bi-implicacao requerida pela definicao de igualdade.

Como sempre, comecaremos fazendo a hipdtese para um conjunto qualquer e quantificar
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depois.
1| ze AU H /? RPC
2 re€AVz el Def. U, 1
3 —(xz € 0) Def. )
4 reA SD, 2,3
5 |lz€eAUud—zeA RPC, 1,5
6| zeA H /? RPC
7 r€AVx el E, 6
8 re AU Def. U, 7
9|lzeA—=2cAUD RPC, 6,8
0jzeAUD«— e A CB, 5,9
11| AUp=A Def. =, 10
12| VX (X U0 = X) Iv, 11

Exercicio: Mostre que VX (X N = 0). (Dica: use Det. 0.)

A préxima propriedade que vamos demonstrar é a seguinte:

VX(XNX = X)

Demonstracao:
1 re ANA H /7?7 RPC
2 reEANTEA Def. N, 1
3 re A S, 2
4 lreANA—xeA RPC, 1-3
5 reA H /7?7 RPC
6 -(z € A) H /7?7 CTR
7 r€AN(xe A C, 5,6
8 re A CTR, 6-7
9 reANTEA C, 58
10 reANA Def. N, 9
1ll{zeA—-axeANA RPC, 5-10
12l e ANA+ e A CB, 4,11
13/ AnA=A Def. =, 12
4 VX(XNX=X) Iv, 13

A ideia da hipétese da linha 6 foi obter mais um = € A para conjugar com o que ja
tinhamos. O intervalo 5-8 é a demonstracao do que alguns autores adotam como uma
regra de inferéncia chamada de Repeticao. Temos até uma tautologia na lista da segao

3.2.3, a idempoténcia da conjun¢ao, que pode garantir o que queriamos na demonstracao.
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Exercicio: Mostre que VX (X UX = X)

Na préxima demonstracao, utilizaremos a tautologia comutatividade da disjunc¢ao que
consta na lista da secao 3.2.3. Justificaremos com “Comut. V.
Exercicios: (1) Demonstre, via dedugao natural, a comutatividade da disjungao. (Dica:
suponha que nado vale e encontre um absurdo.) (2) Demonstre, via dedu¢ao natural, a

comutatividade da conjuncao. (Dica: separe e conjugue na outra posicao.)

Propriedade:
VXVY(XUY =Y UX)
Demonstracao:
1 H /7?7 RPC
2 re€AVzreRB Def. U, 1
3 reBVzeA Comut. V, 2
4 re€BUA Def. U, 3
5lr€eAUB—-x€ BUA RPC, 1-4
6 re BUA H /7?7 RPC
7 reBVzzeA Def. U, 6
8 reAVzreB Comut. V, 7
9 Def. U, 8
100lz€e BUA—x€ AUB RPC, 6-7
l1|lze AUB+<xe BUA CB, 5,10
12l AUB=BUA Def. U, 11
13| VXYY (XUY =Y UX) IV, 12 (Passo resumido)

Exercicio: Mostre que VXVY (X NY =Y N X).

Na proxima demonstracao, utilizaremos a tautologia associatividade da conjungao que
consta na lista da secao 3.2.3. Justificaremos com “Assoc. N”.
Exercicios: (1) Demonstre, via deducao natural, a associatividade da conjungao. (Dica:
separe e conjugue na ordem coveniente.) (2) Demonstre, via dedugao natural, a associa-
tividade da disjuncdo. (Dica: suponha que nao vale e encontre um absurdo.)
Propriedade:
VXVYVZ(XNY)NZ=XN((YNZ))
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Demonstracao:
1 re(ANB)NC
2 reANBAx el
3 (xre ANz eB)ANz el
4 reAN(re BNz e()
5 reANzeBNC
6 re AN(BNCOC)
T|lze(ANB)NC -z AN (BNC)
8 re AN(BNCOC)
9 reANzeBNC
10| |z€e AN(zeBAzeC)
11| |(re ANz eB)hNzel
12| l[r€e ANBAxeC
13| |[zre(ANnB)NC
4lze AnN(BNC)—ze AN(BNC)
5lze(ANB)NC < ze AN(BNC)
16| (ANB)NC =AN(BNC)
17| VXYYVZ(XNY)NZ=XN(YNZ))

H /7?7 RPC
Def. N, 1
Def. N, 2
Assoc. A, 3
Def. N, 4
Def. N, 5
RPC, 1-5

H /7?7 RPC
Def. N, 8
Def. N, 9
Assoc. A, 10
Def. N, 11
Def. N, 12
RPC, 8-13
CB, 7,14
Def. =, 15
I¥, 16  (Passo resumido)

Exercicio: Mostre que VXVYVZ(XUY)UZ =X U (Y UZ)).

A demonstracao da proxima propriedade é, de certa forma, grande. Porém, embora

grande, é altamente simples. Isso é muito comum com o método da dedugao natural.

As demonstracoes sao transparentes de mais para serem complicadas. A propriedade é a

seguinte:

VXVY(XUY =X &Y C X)

Precisamos obter a implicacao nos dois sentidos e usar CB. Demonstracao:



5.2. TEORIA DOS CONJUNTOS 101
17, |BC A H/? RPC
18 z€AUB H /? RPC
1,  AUB=A H/? RPC -
ke 19 reEB—ozeA Def. C, 17
2 -(B C A) H/? CTR
— 20 re€AVzeB Def. U, 18
3 r€eAUB < xe A Def. =, 1
21 —(z e A) H/? CTR
4 re AUB —»x€ A BC, 3
22 z€B SD, 20,21
5 “(reB—xzeA) Def. C, 2
23 ~(z € B) MT, 19,21
6 —(—(zx e B)Vx e A) Def. —, 5
24 z€BA(z€B) C, 22,23
7 ——(x€B)A-xz €A DM, 6
25 reA CTR, 21,24
8 ——(z € B) S, 7
%| |reAUB—=zeA RPC, 18,25
9 r€eB DN, 8
27 r€eA H /? RPC
10 —(zx € A) S, 7 N
28 r€AVxeRB E, 27
11 re AVxeB E, 9
29 re AUB Def. U, 28
12 reAUB Def. U, 11
30 r€A—-reAUB RPC, 27-29
13 zeA MP, 4,12
31 reAUB+x€e A CB, 26,30
14 x€AN-(x €A C, 10,13
32| | AuB=4 Def. =, 31
15 | BcA CTR, 2-14
33l BCA—-AUB=A RPC, 17,32
16| AUB=A > BcC A RPC, 1,15
34|l AUB=A« BCA CB, 16,33
B VXVY(XUY =X&Y CX) Iv, 34 (Passo...)

Exercicio: Mostre que VXVY(XNY =X & X CY).

Propriedade:

Vle}/IVXQV)/Q((Xl C Yl) VAN (X2 C }/2) =X NXeoCYiN }/2)
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Demonstracao:

1 Ay C By NAy C By H /7?7 RPC
2 A C B S, 1

3 Ay C By S, 1

4 re A >z e B Def. C, 2
5 r €Ay —x € By Def. C, 3
6 re A NA H /7?7 RPC
7 rEeEA NT €A Def. N, 6
8 r e A S, 7

9 x € B MP, 4,8

10 r € Ay S, 7

11 T € By MP, 5,10
12 r€ BNz € DBy C, 10,11

13 x € BN By Def. N, 12
14 re€AINAy, w2 € B NDBy RPC, 6-13
15 AiNAy C BN By Def. C, 14
16| Ay C BiINAy C By — A1 NAy C BN By RPC, 1,15
17| VXOVYVIVXVY (X CY)A (XKoo CY2) = XiN Xy, C Y NY,) IV, 16  (Passo...)

Exercicio: Mostre que VX VYIVXoVY (X1 CY)A(Xo C YY) = XU X, CYIUYS).

A proxima propriedade se valerd da tautologia distributividade da disjuncao que consta
na lista da secao 3.2.3.
Exercicio: Demonstre, via deducao natural, (1) a distributividade da disjungao e (2) a
distributividade da conjuncao.
Propriedade:
VXVYVZ(XU(YNZ)=(XUY)Nn(XUZ))
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Demonstracao:

1 re AU (BNCO) H /? RPC

2 re AVze BNC Def. U, 1

3 reAV(reBAxeO) Def. N, 2

4 (re AV e B)A(x e AVzeO) Dist. V, 3

5 re AUBANxzc AUC Def. U, 5 (...)

6 re(AUB)N(AUCQC) Def. N, 5

7TlxeAU(BNC)—xe(AUB)N(AUC) RPC, 1-6

8 re(AUB)N(AUC) H /7?7 RPC

9 re AUBANz e AUC Def. N, 8

10| |[(zre AVeeB)AN(zeAvael) Def. U, 9

11| |z€eAV(zreBArze(l) Dist. Vv, 10

12| (ze Avee BNC Def. N, 11

13| |[z€e AU(BNC) Def. U, 12

Mlze(AUB)N(AUC) w2z AU(BNC) RPC, 8-13

I5lze AU(BNC) <2 (AUB)N(AUC) CB, 7,14

16| AU(BNC)=(AuB)N(AUC) Def. =, 15

17| VXYYVZ(XU(YNZ)=(XUY)N(XUZ)) Iv, 16 (...)

Exercicio: Mostre que VXVYVZ(XN(YUZ)=(XNY)U (X NZ)).

5.2.6 Operacoes com conjuntos II: Diferenca e Complementa-

rismo

As proximas operagoes, na verdade, se tratam de uma mesma, apenas com duas formas
de se escrever. A diferenca entre os conjuntos A e B, denotada por A — B, é o conjunto

formado pelos elementos que estao em A, mas nao em B. Definicao:
VXVWY(re X -YeoreXAxgY)

Da mesma maneira, definimos como o complementar de B em relacao a A, denotado por
CAB, como sendo o conjunto formado pelos elementos que estdo em A mas nao em B.
Definigao:

VXVY(x €elxY @2 € X A2 dY)

Ou seja, é valida a seguinte equivaléncia:

VXVY(z € X - Y & 1 €0xY)
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que, pela definicao de igualdade, nos fornece:
VXVY (X —Y =(xY)

Admitindo a existéncia de um conjunto U que contém todos os conjuntos dos quais es-
tamos falando sobre, e, consequentemente, todos os elementos desses conjuntos, podemos
definir o complementar de B em relacio a U, ou, simplesmente, complementar de B (C;B
é o mesmo que CB, que é o mesmo que U — B), como sendo o conjunto dos elementos que

nao pertencem a B. Definicao:
VX(r € X &2 ¢ X)

Nao existe um conjuntos de todos os conjuntos (paradoxo de Russel), mas podemos

definir o conjunto U que comentamos acima assim:
Va(z € U)
Ou melhor, simplificando:

zrelU

Assim como com o conjunto vazio, também teremos uma regra de determinacao do con-
junto U (Det. U):
VX(Ve(r e X))+ X =U)

ou simplesmente

VX(z€X ¢ X =U)

Vamos simplificar um pouco nossa forma de demonstragao. Acrescentaremos a sintaxe

da dedugao natural a regra MD para passos reversiveis. Podemos formaliza-la assim:

MD (Mao Dupla)

m| | o H /7?7 MD
Q9 Regra/defini¢ao reversivel
Qs Regra/defini¢ao reversivel
n y, Regra/definicao reversivel
a1 > oy, MD, m-n
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Ou seja, essa regra permite fazer uma espécie de reducao para bi-condicional. Mas
so vale se todas as regras de transformacao ou defini¢oes utilizadas a partir da hipdtese
forem reversiveis, ou seja, forem equivaléncias légicas. Para exemplificar o uso, vamos

demonstrar que vale a seguinte igualdade:
VXVY (X - Y = X nCY)

Demonstracao:

A—B=AnNCB Def. =, 5
VXVY (X - Y = X NnCY) IV, 6 (Passo resumido)

1] | x€A-B H/? MD
2l |lr€eANx ¢ B Def. — 1
3| |l re ANz elB Def. C, 2
4 |z AnCB Def. N, 3
5\ trec A-B+xe AnCB MD, 1-4
6

7

Note que poderiamos, sem problemas, realizar o caminho inverso, isto é, ao invés de fazer
os passos 1-4, poderfamos fazer os passos 4-12. Por isso a regra se chama MD (mao dupla).
Obviamente, nao é possivel aplicar a regra se uma hipdtese foi acrescentada em um desses
passos, pois nao é um ato reversivel. Note que algumas demonstracoes a respeito da uniao
e intersegao que fizemos na secao passada teriam a quantidade de passos quase reduzidos
a metade.

Exercicio: Refaga as demonstracoes das propriedades da uniao e da intersecao da se¢ao
anterior utilizando a nova regra. (Obs.: sé faga as demonstragoes em que é possivel aplicar

MD.)

Agora, vamos demonstrar algumas propriedades validas a respeito da complementacao.

Propriedade:
vX(C(CX) = X)
Demonstracao:
1| | = €C(CA) H/? MD
2| | =(x € CA) Def. C, 1
3| | (ze A Def. C, 2
4 |z e A DN, 3
5| x€C(CA) < 2€A  MD, 14
6| C(CA)= A Def. =, 5
7| VX(C(CX) = X) IV, 6

2Na verdade, iriamos fazer exatamente os passos 4-1 se fossemos demonstrar como estdvamos a fazer
até agora.
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Propriedade:
VXVY (X CcY < C0Y c CX)
Demonstracao:
1) |ACB H/? MD
2 reA—>r€eB Def. C, 1
3| | 7(x € B)—= (xeA) CT, 2
4 relB—xzelCA Def. C, 3
5| | CBcCA Def., C, 4
6| Ac B+~ CBcClCA MD, 1-4
TIVXVWY (X cY &0y clXx) 1Iv,6
Propriedade:
VX(X =0<(CX =0)
Demonstracao:
1 |A=0 H /7 MD
2 |z ¢ A Det. 0, 1
3| |zeCA Def. C, 2
4 |CA=U Det. U, 3
5| A=0«<C0A=U MD, 1-4
6| VX(X=0=(X=U) 1v,5
Propriedade:
VXYY (C(XUY)=CXNnCY)
Demonstracao:
1| (2e€l(AuB) H/? MD
2| | =(x € AUB) Def. C, 1
3| | "(re AVzeB) Def. U, 2
4| |z € AN=(z € B) DM, 3
5| |relAnzelB Def. C, 4
6| |reCANCB Def. N, 5
7| 7 €C(AuB) < 2elAnCB  MD, 1-6
8| C(AuB)=CANCB Def. =, 7
9| VXVY(C(XUY)=CxnCy) 1v,8
Propriedade:

VXYY (C(X NY)=CxXUClY)

Demonstracao: exercicio.
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5.2.7 Uma simplificacao usual

Podemos considerar que trabalhar com a variavel x livre nas demonstragoes tira um
pouco do formalismo das regras, mas nao sua generalidade. De fato, poderiamos trabalhar
com um elemento a qualquer e depois quantificar, assim como fizemos com os conjuntos.
Lembre-se que todos os teoremas que vimos foram demonstrados, basicamente, deduzindo
a sentenca para conjuntos A, B e C quaisquer e, no fim, quantificando. Pois bem, assim
como retiramos os quantificadores das variaveis dos elementos, nesta secao vamos simpli-
ficar ainda mais a forma como vinhamos demonstrando. O passo da quantificacao nao
sera feito, e a estrutura da deducao natural mudara radicalmente. A forma é mais usual
e é muito mais semelhante as demonstracoes que encontramos nos livros de matematica.
Embora seja muito distinto da deducao natural como viemos vendo até agora, o método
é completamente baseado nela.

A estrutura serd apresentada com alguns exemplos. Comecemos demonstrando que

AUA=A:
zrc AUA & zcAVvz e A Def deU

& e A Idemp. de Vv
AUA=A Def. de =

Viu como a demonstracao é simples e curta? Nao enumeramos a linha, muito menos
indiquemos de qual linha derivamos uma nova, pois como as linhas sempre seguem imedi-

atamente das antecedentes, apenas é necessaria uma justificativa. Veja uma demonstragao

para AU(BNC)=(AUB)N(AUC):

re AU(BNC) & ze€Avaee BNC Def. de U
& rzeAV(zre Bhzel) Def. de N
& (reAvrzeB)AN(xe AVz e () Dist. de V
& xeAUBAxze AUC Def. de U
& e (AUB)N(AUC) Def. de N

AU(BNC)=(AuB)N(AUC) Def. de =

E podemos considerar terminada a demonstracao. A demonstracao que fizemos antes
nos custou 17 passos (com resumos). Esta certamente, apesar de menos formalizada, é
mais usual. Podemos utilizar a mesma uma implicagao também. Vamos demonstrar que
(AC B)AN(B C C) = A C C mostrando que, nas condigbes A C B e B C C (vamos

usar como justifica¢oes), temos que A C C.

r€A = x€B posACB
= xe€(C poisBcC(C+ SH
ACC Def de C

Usamos as informacgoes que nos foram dadas no problema e o silogismo hipotético na
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segunda linha.

Nem tudo sao flores. Esse método (chamaremos de dedugdo natural simplificada)
permite verificar uma equivaléncia ou uma implicagao, bem como uma igualdade. Mas
sempre utilizando regras reversiveis. Nao podemos fazer hipdteses com esse método, nem
tao pouco podemos realizar demonstragoes indiretas (por absurdo). Pelo menos nao de
uma sé vez, digo, em uma unica estrutura dessas. Poderfamos dialogar (usar uma lingua-
gem natural) entre uma parte e outra da demonstragao, fazer uma pequena dedugao ao
supor uma hipétese, ou seja, realizar as demonstragoes em “pedacos”. Uma demonstracao
completamente formal, sintética, e com intimeras possibilidades de demonstracao (além
de expansao e adaptacao) somente é fornecida pela deduc¢ao natural como vimos em segoes
anteriores no CQC (chamaremos de dedug@o natural cldssica). Nao poderiamos realizar,
por exemplo, a demonstracao de 35 passos somente com esta estrutura.

No entanto, podemos utilizar a dedugao natural cléssica para fazer o trabalho pesado,
e utilizar a deducgao natural simplificada para fazer algo apresentdavel da demonstracao.
Por exemplo, no caso da demonstragao “grande” que fizemos (a de 35 passos), poderiamos
refazé-la utilizando um teorema da légica. A demonstracao desse teorema, se bem feita,
requer mais de 20 passos, e nao pode, obviamente, ser realizada com a deducgao natural
simplificada. Mas podemos usar o resultado (s6 o resultado) para demonstrar, em poucos
passos, o que antes demonstramos em 35 (mas sem usar o resultado do teorema). O
teorema é o seguinte:

XVY—-X&Y - X

Ou, numa versao mais forte do teorema:
XVYeXesY - X

Exercicio: demonstre a versao mais forte deste teorema usando a deducao natural cldssica
para o CPC.
Chamemos este teorema de TEOREMA. Uma demonstracao para AUB =A<< BC A

na deducao natural simplificada fica assim:

AUB=A & zxcAUB & xce A Def. de =
& zeAVeeB o xe A Def. deU
& xeB—sxeA TEOREMA
AUB=A & BCA Def. de C
EXERCICIOS

1. Demonstre as propriedades que foram deixadas como exercicio no texto.

2. Demonstre que (A C B)A (B C A)) < (A= B)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Mostre que AC )= A=10

. Demonstre que:

(a) (ACB)A(BCC)) = ACC
(b) (ACB)A(BGC) = ACC

. Demonstre que:

(a) ACCe B C Cimplica AUB C C.
(b)) ACBeAcC CimplicaAC BNC

. Mostre que (ANB)UC =AN(BUC) & C C A.

Demonstre que AUB=ANB< A=1HB

. Demonstre que se AC Ce BC D, entao AUB C CUD.

Sejam A e B conjuntos. Demonstre que A — B= A — (AN B).
Sejam A e B conjuntos. Demonstre que B C CA se e somente se AN B =0
Sejam A e B conjuntos. Demonstre que (A — B) U B = A se e somente se B C A.
Sejam A, B, e C' trés conjuntos quaisquer. Demonstre que:

(a) (A-—C)u(B—-C)=(AUB)—-C,

(b) (A—C)N(B-C)=(ANnB)-C

Dois conjuntos X e Y sdo ditos disjuntos quando X NY = (). Mostre que Ae B— A
sao disjuntos, e que AU B = AU (B — A). (Isso mostra como representar a uniao

AU B como uma unido disjunta.)

Mostre que:

(a) C(AuB)=(0ANCB
(b) C(AnB)=C0AuUCB
Esses resultados geralmente sao chamados de Teoremas de De Morgan para

complementar.

Demonstre a seguinte consequéncia légica:

{AcC,BCC,AUB=C,ANB=0}rA=C—-B

Os seguintes exercicios foram retirados de [LIMA (2)]. Tente transcrevé-los para
uma sentenca légica da T.C. (seja uma implicagdo ou uma consequéncia légica) e

os demonstre usando Dedugao Natural:
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(a) Dados os conjuntos A e B, seja X um conjunto com as seguintes propriedades:
1*XD>Ae X DB,
22SeY DAeY D B,entao Y D X.
Prove que X = AU B.

(b) Enuncie e Demonstre um resultado andlogo ao anterior, caracterizando AN B.

(c) Sejam A,B C U. Prove que AN B = () se, e somente se, A C CB. Prove
também que AU B = U se, e comente se, A C B.

Dados A, B C U, prove que A C B se, e somente se, ANCB = 0.

Se A, X CcUsaotaisque ANX =0 e AUX = U, prove que X = CA.
Prove que A = B se, e somente se, (ANCB)U (CAN B) = 0.

Prove que (A—B)U(B—A)=(AUB)— (AN B).

A partir da préxima secao, sobrevoaremos algumas outras disciplinas matematicas
buscando implementar a deducao natural classica, ou mesmo a simplificada, em seus

procedimentos de demonstragao.

5.3 Geometria Euclidiana

A dedugao natural cldssica é altamente aplicavel as geometrias, que sdo sistemas
axiomaticos formais. Nelas, lidamos constantemente com hipétese almejando CTR, quan-
tificacoes diversas e processos de inferéncia puramente l6gicos. Faremos uma revisao
basica a respeito de alguns conhecimentos essenciais para realizar as demonstracoes desta
secao. Nao nos prolongaremos. Apenas daremos uma nocao de como a deducao natu-
ral, ou pelo menos a ideia dela, norteia as demonstracoes dessa disciplina. Nao faremos
desenhos, nosso intuito é derivar as conclusoes somente com a “dlgebra geométrica”.

No sistema formal da geometria euclidiana, vale dizer, na sua linguagem (a parte
que utilizaremos), as letras gregas minusculas sao exclusivas dos planos, de modo que
nao precisamos de um predicado para dizer que « é um plano, pois na prépria letra ja
estd implicito este predicado. As letras maitsculas e minusculas do nosso alfabeto serao

exclusivas, respectivamente, dos pontos e dos planos.

5.3.1 Algumas regras e definicoes

Precisaremos de saber como ficarao formalizadas algumas acoes que teremos que execu-
tar no processo de deducao. O espaco comporta infinitos pontos, infinitas retas e infinitos
planos. Numa demonstracao, precisamos apenas de um ou outro. Portanto, precisamos
considerar apenas um ou outro. Para isso, criaremos as regras TP, Tr, e Tp, que repre-
sentam, respectivamente, “tome um ponto”, “tome uma reta” e “Tome um plano” para

poder considerar estes entes geométricos. A sintaxe sera:
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‘stmbolo do ente’ :(‘caracteristicas que determinam o ente’)

Ou seja, teremos algumas formas de especificar um ponto, uma reta ou um plano.
Comecando pela regra TP. Como existem infinitos pontos no espaco, teremos apenas
que dizer onde encontrar este ponto, de modo que podera ser a intersecao de duas retas
(se forem concorrentes), ou a intersecao de trés planos (se estiverem de acordo com o
teorema dos trés planos secantes), ou pode ser simplesmente um ponto em (ou fora de)

uma reta (ou um plano). Por exemplo, podemos especificar um ponto assim:
P: (P er) (sendo r uma reta ja especificada)

Q:(Q=anpn~) (sendo estes, planos ja especificados)

etc.

Agora Tr. Poderemos obter uma reta que passa por dois pontos, ou que ¢ a intersecao
de dois planos, ou que passa por uma ponto e é paralela a uma outra reta, etc. Qualquer
que seja o caso, devemos conjugar as informagoes na determinacao da reta. No tultimo
caso citado, podemos, ainda, acrescentar que a reta é unica, indicando o postulado das

paralelas (PP)3. Por exemplo:
s:(Pes A s/r) Tr (s é tnica: PP)

Ja para Tp, temos que um plano fica determinado por trés pontos, ou por uma reta e um
ponto, ou por duas retas paralelas, etc.

As informagoes que especificam o ponto/reta/plano podem ser utilizadas para justificar
alguma regra de inferéncia (basta indicar a linha na justificagdo da dedugao) ou pode
ser adicionada a uma linha qualquer da deducédo (basta indicar que foi uma informagao
retirada da linha n assim: Inf. n), ou ainda, se forem mais de uma informagao em
conjungao, podemos usar a separacao (S).

Muito da teoria dos conjuntos influem em resultados da geometria euclidiana. Veja
que falamos de intersecao, bem como de pertinéncia. Nao é para menos que conhecimen-
tos elementares de teoria dos conjuntos sao requisito para um bom curso de geometria
euclidiana. Alguns resultados dos conjuntos serao utilizados por nés. Por exemplo, se
tomarmos a reta que é intersegao de dois planos, poderemos adicionar (via Inf.) que esta

reta esta contida tanto em um, quanto no outro. Esta possibilidade reside na validade da

3Poderiamos formalizar isso no CQC com mais precisdo. Podemos acrescentar nele o simbolo ‘=". Fa-
zendo isso, 0 CQC que vimos se torna CQC™ e passa a ser chamado de CQC Com Identidade. No CQC=,
expressando informalmente, poderiamos formular a unicidade de um sujeito x com “tal e tal” caracteristica
dizendo simplesmente que, se outro objeto y tem a caracteristica “tal e tal”, entao z = y. No caso da
unicidade da reta que passa por um ponto e é paralela a uma reta dada, poderiamos formalizar assim:
(Pes A sflryN(Pet AN tflr—t=s).
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seguinte féormula:

A=BNC=AcCBANACC

No caso comentado, A é a reta intersecao dos planos B e C'. Ou seja, da informacao de
que r = aN B, podemos derivar r C a e r C [ (justifique com Inf. e a linha).

O mais crucial a notar na matemédtica em geral, e na geometria euclidiana em parti-
cular, é que praticamente todo teorema ¢é aplicado a um conjunto de informacoes. Algo
como um modus ponens. Perceba, por exemplo, que o famoso Teorema do Valor Médio
é obtido a partir de um RPC. Supoe-se que uma funcao satisfaz algumas sentencas e,
entao, deriva-se o resultado, de modo que do conjunto de informacoes I' se segue um
resultado «, de sorte que podemos sempre afirmar I' - «, ou seja, que se for possivel
reunir um conjunto I' de informagoes, podemos concluir a. A forma como iremos utili-
zar as definicoes e teoremas, a qual se utiliza amplamente em livros didaticos, é que de
um conjunto de informagoes se segue um resultado. Algo como I' F «, porém com uma
sintaxe diferente. Ao invés de F utilizaremos = (ou < se for o caso), e I' serd uma frase
entre parénteses, com as informacgoes separadas por virgulas. Claro, estas virgulas sao
conjuncoes, e entenderemos como conjuncoes. Por exemplo, a definicao de retas paralelas
fica assim anotada:

(rca,scB,rns=0)sr/s

5.3.2 Triangulos

Nao definiremos triangulo. Mas vale comentar uma regra de inferéncia que utili-
zamos na geometria similar a regra de separacao. Algo analogo a separacao aplicada
as informagoes que se conjugam na caracteristica do ente em questao. O fato é que,
de ANABC = AA'B'C’, podemos derivar a afirmacao de que todos os lados e angulos
homélogos sao congruentes, como se a congruéncia desses triangulos carregassem toda

essa informac@o. A regra ficard assim (claro, podemos derivar sé o que precisarmos):

Congruéncia de Triangulos (CdT)
NABC = NA'B'C’

AB = A'B’

AC = ACY

BC = B'C'
ABC = A'B'C’
BAC = BA'C
ACB = AC'B'

Se nao houver ambiguidade, podemos escrever B = B’ ao invés de ABC = A'B'C".
Falaremos sobre trés casos de congruéncia de triangulos, o caso em que dois triangulos

tém, ordenadamente, um lado e um angulo e outro lado (LAL), um angulo e um lado e
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outro angulo (ALA), e o caso em que eles tém os trés lados congruentes (LLL). Sao trés
regras que, como sempre, sao aplicadas caso se verifiquem um conjunto de informagoes

que estabeleceremos assim:

LAL : (AB=A'B,A= A, AC = AC") = AABC = AA'B'C’
ALA : (B=B,BC=BC,C=(C")= AABC = AA'B'C
LLL : (AB=AB,AC =AC BC=DBC(C")= AABC = ANA'B'C'

Usaremos uma notacao diferente da usual para triangulos notaveis. O triangulo

isésceles (aquele que tém dois lados congruentes) sera definido assim:
isopo(ANABC) & AB = AC

Esta notacio indica que ABC é um triangulo isésceles de base BC. O triangulo equildtero

(trés lados congruentes) serd definido assim assim:

eq(AABC) < AB= ACNAB = BCANAC = BC

No lugar de AB = AC N AB = BC N AC = BC, podemos escrever simplesmente

AB = AC = BC. A notacao da definicao é mais usual, pois geralmente os teoremas

utilizam uma relagao que se dé entre dois entes para obter algum resultado. Por isso seu
professor diz “dois a dois congruentes”, “paralelas duas a duas”, etc..

O ponto médio de um segmento AB serd assim definido:
pmap(M) < AM = MB

Todo segmento (existente) tem um ponto médio. Vamos adicionar uma a regra Tm (“tome
o ponto médio”), basta, por exemplo, considerar o ponto M 45, e justificar a linha onde
supde a existéncia do segmento AB.

A bissetriz é um segmento de reta (ou a prépria reta) que divide um angulo em duas

partes congruentes. Definiremos assim:

bispi0(AO) & OAB = OAC
A mediana é um segmento de triangulos que tem uma extremidade em um vértice e a
outra no ponto médio do lado oposto a esse vértice. Cada triangulo tem trés medianas
(assim como trés bissetrizes internas), portanto, a notagao deve possibilitar distinguir
entre quais das trés estamos falando. Faremos referéncia ao lado onde que contém o

ponto médio (serd dita “mediana relativa” a esse lado). Definiremos assim:

medpc(AM) < pmzs(M)

Obs.: Em geometria euclidiana, é claro que AB = BA e AB = BA. Concluimos, dali,
que AB = AB. Podemos chamar isso de identidade.
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5.3.3 Algumas demonstracoes no plano

Vamos mostrar que a mediana relativa a base de um triangulo isésceles é, também,

bissetriz. Ou seja, devemos provar que a seguinte formula ¢é valida:

isopc(AABC) A medpc(AM) = bisgz.(AM)

A demonstracao fica assim:

1 isopc(ANABC) A medpe(AM) H /7?7 RPC

2 isopc(AABC) S, 1

3 medpc(AM) S, 1

4 AB = AC Def. iso, 2

5 MB=MC Def. pm, 3

6 AM = AM identidade

7 (AB=AC,MB = MC,AM = AM) C, 4,5,6

8 ANAMB = AAMC LLL, 7

9 | | MAB=MAC Cdt, 8

10| | bisyz.(AM) Def. bis, 9

11| isopc(AABC) A medpc(AM) = bisg;3.(AM)  RPC, 1-10
EXERCICIOS:

1. Aplicando deducao natural a geometria euclidiana, prove que:

(a) Os angulos da base de um triangulo isésceles sdo congruentes.
(b) A bissetriz relativa & base de um triangulo isésceles é, também, mediana.

(c) As medianas relativas aos lados congruentes de um triangulo isésceles sao con-

gruentes.

(d) As bissetrizes relativas aos lados congruentes de um triangulo isésceles s@o

congruentes.

(e) Se a bissetriz relativa a um lado de um triangulo é, também, mediana relativa

a esse lado, entao esse triangulo é isosceles.

5.3.4 Algumas demonstracoes no espaco

A deducao natural é mais amplamente aplicavel ao espaco pela maior quantidade de
novos teoremas e pela extensao de teoremas ja existentes no plano para o espaco. Como
¢ comum acontecer na geometria, existem demonstragoes que enunciam coisas simples,

como a transicao do paralelismo de retas e planos no espaco, mas que, no entanto, exigem
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longas demonstracoes?. Conseguimos fazer uma demonstracao “bem feita” da transicao
do paralelismo de retas no espaco (nao-coplanares), em 50 passos.’. Vamos trazer, aqui,

esta demonstracao, mas antes, fagamos algumas observagoes: |...]

Teorema da transitividade do paralelismo de retas: (a//b, b//c) = a//c

Demonstragao: O caso em que as retas sao coplanares é garantido pela geometria plana.

Supomos, entao, que as retas a, b, e ¢ sao nao-coplanares.

1 aj/bAbjc H /7?7 RPC
2 a/lb S, 1

3 b/ c S, 1

4 a :(a//b) Tp

51 |8 :(bjo) Tp

6 apc Info. 4,5

7 BDec Info. 5

8 apcANBDc C, 6,7

9 a#p Def. #, 8
10 bC « Info., 4

11 bCp Info., 5

12| |[bcanbcBra+#B C, 910,11
13| |[b=anp Def. Npianos, 12
14| | Pec TP

15/ | v :(a,P) Tp

16| |lap P Info., 6,14
170 |vD P Info., 15

18| a2 PAYyDP C, 16,17
19 |a#xy Def. #, 19
20 apPAyYyDPANa#y C, 16,17,19
21 a=anvy Def. Npianos, 20
22| | Pep Info., 7,14
23| | Pey Info., 15
24| |r (Per, r=0N7) Tr

25 r=pNxy Info., 24

4Eu diria, longas demonstracdes “cruas”, no sentido de que se utiliza de definices e fatos bésicos,
apenas. Porém, geralmente é possivel realizar estas demonstracdes mais rapidamente se utilizarmos
outros resultados j& obtidos (outro teorema) para garantir algum passo da demonstracao. Por exemplo,
o Teorema dos Trés Planos Secantes poderia garantir o paralelismo de retas do espago rapidamente, mas
al ja temos dependéncia de um resultado que poderiamos obter, também, por dedugao natural

5Seu professor, provavelmente, gastaria mais de um quadro com uma dessas (sem contar com as
representacoes geométricas).
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Agora, faremos uma hipétese (7 CTR) e, a partir dela, utilizaremos, basicamente, o fato

de que AN A= A. O leitor é convidado a demonstrar esse fato (utilize a idempoténcia

da conjuncao). O chamaremos de idempoténcia da interse¢io (Idemp. N). Faremos,

ainda, uma simplificacao. Assim como estamos permitindo trabalhar com mais de uma

conjunc¢ao sem utilizar parénteses, também permitiremos trabalhar com varias intersegoes

sem utilizar parénteses. Podemos fazer isso porque conjungoes e intersegoes (assim como

unides e disjungdes) se comutam e se associam. Continuando a demonstragao:

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
o1
52
53

anr 10
(@N2) N (FN7) £0
anNyNBNy#£0
aNnyNanNB=10
(@ny)n(anpg) =10
anb#(

—(a//b)
a//b A —=(a//b)

anNr=1»0

rCvy
aCyYArCyAanr=>0
allr

bNr=#0
(@NB) N (BN7) #0
anNpNpNy#0
aNnyNanNB#0
(@any)nanp)#0
anb=#(

—(a//b)

a//b A —(a//b)

bNr =1
bCBATrCBAbNT =1
b/ r

bj/r ANbjJlecNPerANPec
Per

allc
(aj/b, bjjc) = ajc

H/? CTR
=, 21,25
Notagao, 26
Indemp. N, comutat. e assoc. de N, 27
Notacao, 28
=, 13,21
Def. J/, 31

C, 2,32
CTR, 26-33
Info., 25

C, 13,34,35
Def. //, 36
H/? CTR
=, 13,25
Notacao, 39
Indemp. N, comutat. e assoc. de N, 40
Notagao, 41
=, 13,21
Def. J/, 43

C, 2,44
CTR, 38,45
C, 11,35,46
Def. J/, 47

C, 3,14,48,50
Info., 24
PP,50

=, 37,51
RPC, 1-52

Note que nao precisamos de representacao geométrica para conseguir realizar uma prova

como estas. Apesar de, muitas vezes, facilitar. Em demonstragoes indiretas, o desenho
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fica dificil de fazer porque, claro, geralmente supomos coisas que nao sao validas para
derivar uma contradicao. Nesses casos, o desenho pode atrapalhar a compreensao do

problema.
EXERCICIOS:

1. Aplicando deducao natural a geometria euclidiana, prove que:

Exercicios a coletar

(a)

(b) Exercicios a coletar
)
)

(c) Exercicios a coletar

(d) Exercicios a coletar

A seguir, faremos mais uma aplicagao dos nossos métodos (essa pragmatica) a Algebra

Linear, mas que pode ser estendido para as demais algebras, como o leitor percebera.

5.4 Algebra Linear

Definiremos um espaco vetorial, enunciaremos as propriedades basicas, e demonstrare-
mos, de forma pratica, alguns resultados. Veja que alguns conceitos de légica entram nas

demonstracao, e, claro, outros de conjuntos (ja que um espago vetorial é um conjunto).

5.4.1 Espacos Vetoriais

DEFINIQAO Dizemos que um conjunto nao vazio V' é um espaco vetorial sobre
(um corpo) K (ou que V' é um K-espago vetorial) se, em seus vetores (elementos do con-

junto V'), estiverem definidas duas operagoes:

(A): A cada dois vetores u e v de V, corresponde um vetor u + v € V denominado
soma de u e v, de modo que:

(Al): u+v=v+u,Vuvv(u € VAv € V) (comutatividade de +)

(A2): (u+v)+w=u+ (v+w),VuVoVw(u € VAv € V Aw € V) (associatividade
de +)

(A3): exista um wvetor nulo em V, denotado por 0, e tal que: 0+ v = v,Yo(v € V)

(A4): a cada vetor u em V, exista um vetor (—v) € V', denominado vetor oposto de v,
tal que: v+ (—v) =0

(M): A cada escalar (elemento do corpo) a € K e vetor v € V, corresponde um ve-

tor a.v € V', denominado produto do escalar a pelo vetor v, de modo que:

(M1): (af).v = a(pv),YaVpVv(a e KA e KAveV)
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(M2): 1.v = v,Vo(v € V), dendo 1 o elemento identidade de K.

Além de que as propriedades (A) e (M) devem se distribuir da seguinte maneira:

(D1): a.(u+v) = au+ av,Va(a € K)
(D2): (a+ B)v=av+ pu,YaVfVv(a e KA eKAveT)

5.4.2 Algumas demonstragoes

Propriedade: O vetor nulo é tinico.%

Demonstracao:
L 0+v=v,YVweV H/?RPC20=0
20 |0=0+40 =H
3 0=04+0 =Al, 2
4 10=0 =A3,3
5|0 +v=0v,YoeV=0=0 RPC, 1-4

Ou seja, supor que um vetor 0’ tem a propriedade do elemento neutro, implicou que ele

¢ o elemento neutro, o que comprova a unicidade. Podemos, ainda, demonstrar assim:

Supondo que exista um vetor (', tal que 0' +v = v,Vv € V, temos:

0 = 0+0 A3
0+0 Al
= 0’ A3

L 0=0

Propriedade: O inverso aditivo de cada vetor ¢ tnico.

Demonstracao: Exercicio.

Propriedade: YuVoVw((w +u=w+v=u=v)A(ueVAveV Aw e V)) (Lei do
Corte). Geralmente é enunciada assim: w +u = w +v = u = v,Vu,v,w € V, que é uma
simplificacao da légica matematica.

Demonstracao:

6A conclusio fica formalizada assim: JwVv((w+v =v = w =0)Aw € V Av € V), e a demonstracio
puramente formal seria utilizando EV, IV, EJ e 13.
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I} jw+u=w+wv H /7?7 RPC
2 lu=0+u A3

3 |u=(—w+w)+u =A4, 2

4 |u=—w+ (w+u) =A1,3

5 |u=—w+ (w+v) =H, 4

6| |lu=(—w+w)+v =Al,5

7l lu=0+0v —A3, 6

8 |u=w =A4,7
J9wtu=w+v=u=v RPC, 1-8

Podemos, também, demonstrar assim:

Supondo w + u = w + v, temos:

U = 0+ u vetor nulo
— (—w+w)+u simétrico
- —w + (w+u) associatividade

= —w + (w + v) poisw +u=w+v

— (—w+w)+v associatividade
= 0+wv simétrico
) vetor nulo

Propriedade: u+v =u = v = 0.

Demonstracao:

ut+v=u = ut+v=u+0 =A3
= v=0 Lei do Corte
ut+tv=u=v=20

Propriedade: v+ w =0 = u = —w.

Demonstracao: Exercicio.

Propriedade: 0.ac = 0, Va(a € K).
Demonstracao:
0.a+0.a = (0+0).a D2
= 0.« A3
= 0.a+0 A3
0.a=0 Leido Corte
Propriedade: 0.v = 0,Vv(v € V).

Demonstracao: Exercicio.
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Propriedade: (—1).v = —v.
Demonstracao:

v+ (=) = lo+ (=1 M2
= (1+(=1)v D2

0.v Inverso aditivo do corpo
= 0 Teorema
= v+ (—v A4

(=1).v = —v Lei do Corte

Propriedade: av =0 = (o =0) V (v =0).

Demonstracao:
1 a.v=>0 H /7?7 RPC
2 #0 H /7?7 RPC
3 aat=1 Inverso multiplicativo do corpo, 2
4 “t(awv)=a10 Principio de Identidade, 1
5 “t(aw)=0 Teorema, 4
6 (a™ta)v=0 M1, 5
7 lv=0 =3, 6
8 v =0 M2, 7
9 a#z0—v=0 RPC, 2-8
10 |a=0Vv=0 Def. —, 9 (passo resumido)
lfav=0= (a=0)V (v=0) RPC, 1-10

Propriedade: av # 0= (a # 0) V (v # 0).

Demonstracao:
1 a.v#0 H /7?7 RPC
2 —(a#0Vv#0) H/? CTR
3 “(a#0)A=(v#0) DM, 2
4 —(a #0) S, 3
5 a=0 DN, 4
6 0.v=0 Teorema
7 a.v =0 =, 5
8 (v =0) A (v #0) C, 1,7
9 (a#0)V (v#0) CTR, 1,8
10l av #0= (a#0)V (v#0) RPC, 1-9

Propriedade: (o # 0) A (v #0) = a.v #0

Demonstracao: Exercicio.
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5.5 Importancia do estudo

Nao que passemos a sempre levar a cabo o que uma demonstracao formal requer.
Longe disso. No geral, podemos simplificar a demonstragao informalmente. No entanto,
é importante que o estudante entenda que é possivel formalizar qualquer demonstracao,
por exemplo, da geometria, e que sua argumentacao deve pressupor essa formalizacao, ou
em forma de texto, ou em forma de implicagoes simplificadas. O fato é que é possivel, por
exemplo, realizar toda a geometria euclidiana em uma tnica dedugao (claro, em alguns
milhares/milhoes de linhas). Nas primeiras linhas se apresentariam os axiomas/postulados
tanto da geometria quanto da teoria dos conjuntos, e em seguida seriam introduzidas as
definigoes (que, como vimos, podem ser descritas de maneira puramente légico-formal)
e, entdao, a partir das regras de inferéncias que estudamos no CPC e no CQC, seriam
derivadas todas as verdades geométricas. Resumindo o paragrafo, o CQC é suficiente
para desenvolver, por exemplo, as geometrias.

Outro ponto de importancia relevante a ressaltar, esse mais pratico, é que os teoremas
e/ou definigdes requerem sempre um conjunto de sentengas a serem satisfeitas. E por
isso que seu professor, quando numa demonstracao, te pergunta “mas o que garante
essa passagem?”, e vocé tem de informar um conjunto de informagoes que enquadram
o(s) objeto(s) em determinados moldes descritos pelos teoremas/defini¢oes. Na verdade,
como os teoremas se apresentam como (bi) implicagoes, o que fazemos intuitivamente é
enquadrar o objeto no antecedente e usar Modus Ponens.

No geral, devemos nos preocupar sempre em manter a clareza em nossas demons-
tragoes, para que o leitor (seja o professor ou um colega) possa facilmente reconhecer que
determinadas inferéncias foram validas e, assim, possa “confiar” no seu resultado e dar
o merecido crédito a sua demonstracao. Nao hé (pelo menos nao deve haver) mistérios
em demonstragoes matematicas. Nao ha misticismo nem obscuridade. Tudo tem uma
justificacao precisa. A rainha das ciéncias é exata por natureza. A deducao natural,
pois, evidencia que é possivel, de fato, realizar a matematica com a clareza que lhes é

naturalmente possivel.
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