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systémes linéaires (correction !)

On rappelle que lire une solution ou un corrigé sans avoir cherché un exercice n’est pas utile en général.

Exercice 1 (Question de cours). Qu’est-ce qu’un systéme linéaire homogéne, non-homogeéne ¢ Etant
donné un systéme linéaire (S) de m équations a n inconnues (non nécessairement homogéne), rappeler la
définition du rang du systéme. Quelles valeurs le rang de (S) peut-il prendre ? Quand est-ce qu’un systéme
linéaire est incompatible ?

solution : homogene = sans second membre ; non-homogene = avec second membre ; le rang est ’entier
r o n — r est le nombre d’inconnues choisies arbitrairement ; il prend ses valeurs entre 0 et n ou n est
le nombre d’inconnues. Le systéme est incompatible lorsqu’il contient une ligne 0 = 3 avec 5 # 0 (sous
formé échelonnée).

Exercice 2. résoudre les systémes linéaires suivants en précisant d chaque fois la dimension de [’espace
des solutions et le rang du systéme :

8r —2y+2=3 (L1)
(a)s 12z +y—22=1 (L2)
96z — 16y + 52z =29, (Ls)

On effectue les transformations suivantes : Lo <— 2Lo — 3Ly et L3y < Ly — 8Lo et on obtient :

8r—2y+z =3 (L)
8y—T7z =—-7 (L)
—24y +21z =21, (Ls)

on remarque que L3 est la meme équation que Lo, donc il s’ensuit que (a) est équivalent a

8r — 2y +

z 3
y =§(-1
z

)

d’ou le systeme admet une infinité de solutions :

S= {(%(32’ +5), g(z —1),z); z € R}.
- Dimension de l’espace des solutions = 1
- Rang :r=3—-1=2.
20 —2y+z—t+u=1 (L1)
) r+2y—z+t—2u=1 (L)
dr — 10y + 52 =5t +Tu =1 (L3)
20 — 14y + Tz — Tt + 1lu = —1 (Ly),

On effectue les transformations suivantes :L1 <> Lo et Lo < Ly — 2Ly, Ly < L3 — 4Ly et Ly < L4y — 214

et on obtient :
r+2y—z+t—2u =1

—6y+32—-3t+5u =-—1
—18y +92 -9t + 15u = -3
—18y 4+ 92 — 9t 4+ 15u = =3,
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ce qui est équivalent a :
r4+2y—z+t—2u =1 (L)
—6y+32z—3t+5u =—-1 (Lg)
—18y+92 — 9t + 15u = -3 (L3)

On effectue les transformations suivantes : Ly < —Lg et Ly <— Ls + L3 + 3La et on obtient que (b) est
équivalent a :
r+2y—z+t—2u =1
6y —3z2+3t—5u =1
0 =0,

d’ou le systeme admet une infinité de solutions :

1 1
S = {(g(u +2), 6(32 —3t+5u+1),2,t,u); (2,t,u) € R3}.
- Dimension de ’espace des solutions = 3
-Rang :r=5—-3=2.
2x1 4+ 3x9+ 53 =3 (Lq)
(C) 1 — 3.’1)2 - 6563 == (Lg)
3:171 — T3 = 4 (Lg),
Si on additionne les deux premieres équations on obtient : 3x; —x3 = 5 (absurde avec L3) ce qui implique

que (¢) n’admet pas de solution. Notez que l'on est allé un peu plus vite qu’en faisant la méthode du pivot
de Gauss, mais on trouverait également une contradiction par la méthode du pivot de Gauss.

2r1 + 322 —x3 =—1 (L)

T1 —5x2o+x3 =6 (Lg)

( ) 3x1+3x2+Tx3 =0 (Lg)
T+ 2209 —4x3 = —1 (L4)

On intervertit Ly et Lo puis on fait Lo < Lo — 2L, Ly < L3 — 3L, Ly <+ L4y — L1 ce qui donne

1 — 959 +13 =20
1329 — 323 = —13
189 + 4x3 = —18
7:B2 — 5:B3 = -7

On voie qu’il est astucieuzr de faire l'opération 13L3 — 18Ly qui donne tout de suite x3 = 0, puis xo = —1
par la derniere équation. Ce systeme admet donc une unique solution :

S=1{(1,-1,0)}.

- Dimension de [’espace des solutions = 0
- Rang : r=3—-0=3.

2r—y+3z =1 (
—dr+2y+z =3 (
—2r+y+4z =4 (
10z — b5y — 62 =—-10 (

En faisant la méthode du pivot on obtient

(¢)

20 —y+3z=1
T2=25

Tz=25
—21z=-15



Ce systeme admet donc une infnité des solutions :

3;y€R}

§ = {57~ 9)4.

- Dimension de l’espace des solutions = 1
-Rang :r=3-1=2.

r—y+z2+1t=0

3 —3y+32+2t=0
zr—y+2=0

o9 —by+5z4+T7t=0

(f)

En faisant la méthode du pivot de Gauss, on obtient t = 0 trois fois. Ce systeme admet donc une infnité
des solutions :

S={(y—2y.2,0),; (y,2) € R*}.

- Dimension de l’espace des solutions = 2
-Rang :r=4-2=2.

Exercice 3. Vrai ou faux ?

1. Si un systéme linéaire a plus d’inconnues que d’équations, alors il a une infinité de solutions.

2. 51 un systéme linéaire a plus d’équations que d’inconnues, alors il a au plus une solution.

3. Si le rang d’un systéme linéaire est égal au mombre d’équations et strictement inférieur au nombre
d’inconnues, alors le systéme a une infinité de solutions.

4. Si un systéme a une solution unique, alors il a autant d’équations que d’inconnues.

5. St un systéeme a une solution unique, alors son rang est égal au nombre d’inconnues

6. Si un systéme a un second membre nul et si son rang est égal au nombre d’équations, alors sa solution
est unique.

1.Faux : le systeme suivant a 3 inconnues et 2 équations n’a pas de solution :

r+y+z=1,
T+y+z=2

2. Faux : le systeme suivant a 3 équations et deux inconnues admet une infinité de solutions :

r+y=0
2042y =0
3z +3y =0

3. Vrai. Appelons m le nombre d’équations et n le nombre d’inconnues. En appliquant la méthode du
pivot de Gauss, le systéme initial est équivalent a un systeme du type

a1,1r1+ a1 2r2+ ‘a1 pr, = by
a2,2T2+ +agnTy = by
AmmTm + ... +ampTn = by

ou a;; # 0 pour tout 1 <7 < m. Ainsi, peuvent étre considérées comme variables auxiliaires les variables
Tm+1, .-, T, (possible car m < n). D’ou le résultat.



4. Faux. Voir exercice précédent, exemple d) ou bien le systéme linéaire suivant & une inconnue et deux

=0
5z =0

5. Vrai : Le rang du systéme est » = n — 0 ot n est le nombre d’inconnues et 0 correspond au nombre
d’inconnues auxiliaires (il n’y en a pas).

6. Faux : soit le systéme x +y = 0 a 1 équations et deux inconnues. Son rang vaut 1. Il admet une infinité
de solutions.

équations

Exercice 4. Déterminer A € R pour que le systéme suivant admette des solutions différentes de (0,0,0),
puis résoudre ce systéme suivant les valeurs de A :

3x—Ty+Xrz =0 (L)
(9) r—4y—2z =0 (L)
2e — (AN +3)y—2z =0 (L3)

On effectue les transformations suivantes : Ly <> Lo, Lo < Lo —3Lq et L3 < Ly —2Lq, et on obtient :

r—4y—2z =0
5y +(64+XN)z =0
b-—ANy+2z =0,

En faisant 5L3 — (5 — \) Ly & partir du systeme précédent, nous obtenons
(A2 4+ X —20)y = 0.

- Si (A2 4+ X —20) # 0, donc y = 0 et par conséquent z = x = 0.
-Si (A2 + X —20)=0, cest & dire A € {-5,4} :
(i) Si A =4, donc (S) admet une infinité de solutions :

1
Sz{ﬁwyray%;yGRh

(ii) Si A = —5, donc (5) admet une infinité de solutions :
S ={(6y,y, —5y), ; y € R}.
En conclusion, les deux valeurs de A sont 4 et —5.
Exercice 5. Résoudre en fonction de a
r+ay+a’z=0 (L)

a?r+y+az=0 (L)
ar +a’y+z=0 (L3)

On effectue les transformations suivantes : Ly <— Lo — a®?Ly et L3 < L3 — aL; et on obtient

r+ay+a’z =0 (L)
(1—ady+(a®—a)z =0 (Lg)
(1—a%z =0, (L3)

si (1 —a3) # 0 alors z = 0 ce qui implique S = {(0,0,0)},
si (1 —a?®)=0alors a =1 (on est dans R) donc on remplace a par 1 et on obtient

r+y+z =0
0 =0
0 =0,



Il s’ensuit que :
S= {(_y_zayaz)a ; y:ZGR}'

Exercice 6. Soient a,b,c et m des nombres réels. On considére le systéme linéaire

r—y+2z =a (L)
(S)S mx+(1—m)y+2(m—1)z =b (L2)
20 +my — (B3m+1)z =c (L3).

Déterminer suivant les valeurs de a,b,c,m l’ensemble des solutions de (S).
On effectue les transformations suivantes : Ly < Lo — mLq et Lg < L3z — 2L et on obtient :

r—y+2z =a
(S) y—2z =b—ma
(m+2)y—Bm+5)z =c—2aq,

puis on élimine y dans L3 avec : L3 < L3 — (m + 2)Ly :

rT—y+2z =a
(S) y—2z =b—ma
—(m+1)z =(c—2a)— (m+2)(b—ma),

-sim=—1letc—3a—b#0alors S = 0.
-sim=—-letc—3a—b=0alors S ={(b+2a,2z2+b+a,z); z € R},
- si m # —1 alors le systéme admet une solution unique (trois pivots non nuls) :

a(=3m? — 5m m —2¢ a(m?+2m—2) —b(m c
8:{((1‘m>a+b, (=3m® = 5m +4) +b(3m +5) —2¢ a(m® +2m —2) — b(m +2) + )}.

m+1 ’ m+1

Exercice 7. Résoudre le systéme linéaire

r+my+2z =m (Ly)
—2x+y+(m—2)z =1 (Ls)
mr+y+2z =2m—1 (L3)

On applique la méthode du pivot de Gauss, on effectue les tranformations suivantes : Lo <— Lo + 2L,
et L3 — L2 — le

r+my+2z =m (L1)
Cm+1Dy+(m+2)z =2m+1 (Ls)
I—m)(A+m)y+2(1-m)z =—(m—1)* (Ls)

On remarque que (1 —m) est en facteur partout en Ls. On a donc envie de diviser cette ligne par (1 —m).
Pour avoir le droit d’effectuer cette opération, il faut que (1 —m) # 0, on commence alors une discussion
selon les valeur de m.

(i) Si m =1 donc le systeme est équivalent a

3y+3z =3

r+y+2z =1

{:v =1l-y—22=—2

—
0 =0

) :1_2’



d'oi:S={(—21—-2,2); z€ R}.
On suppose maintenant m # 1; on peut diviser Lg par (1 —m) et on obtient que le systéme est équivalent
) r+my+2z =m (L1)
Cm+1Dy+(m+2)z =2m+1 (Lg)
(14+m)y+22 =m-—1 (L3)
On échange Lo et Lz (Lo <+ L3) pour avoir dans la deuxiéme ligne au moins un coefficient indépendant

de m, puis on continue la méthode du pivot en eliminant les z de la derniere ligne a 1’aide de Lo :
L3y <+ 203 — (m + 2)L2

r+my+2z =m
22+ (1+m)y =m—1
(Am+2—(m+2)(m+1))y =4m+2— (m+2)(m—1) = —m? +3m + 4,
ce qui est équivalent a
r+my+2z =m
224+ (14+m)y =m-—1
m(l—m)y =—(m+1)(m—4)

(ii) Si m = 0 alors le systéme est équivalent a

r+2z =0
22+y =-1
0 =4

ce qui est absurde.
(iii) Si m # 0 et m # 1 on peut diviser par m(1 — m) et retrouve que

_ 2(m2?—2m—2)
L
y= m(m—1)

m2—2m— m m— m
donc : S = {(2( m(mQ,l) 2)7 ( 7:(1%(71)4)7 nj(mtzl))}

Exercice 8. Soient A et p des paramétres réels. On considére le systeme

rT—2y—3z—t = -
r—y—2z = 1-A
(S) 20 — 4y — 5z = -2
r—A+2)y—(A+2)z = =3A—p
x—3z—3t = A\

1) Discuter suivant les valeurs de \ et p Uezistence ou non de solutions de (.S).
2) résoudre (S) lorsque X\ = —2 puis lorsque A = —p = 1 (note : pour éviter les erreurs de calculs, vérifiez
que les solutions que vous trouvez en sont bien).

solution : on applique la méthode du pivot de Gauss ce qui donne successivement

[z —2y—32—1t =—-A
Y+ 2+t =1
z 4 2ty =0
M+ (1 =Nz+t =—-2\—p
| 2y — 2t =M+



et

(2 —2y—3z—t =-—)\
y+z+t =1
—2z—4t =M 4A1-2

2+ A+t ==-XA—p
z+2t =0.

Nous en déduisons les cas suivants : a) si A # 1 ou A # —2, alors le systéme n’a pas de solution (regarder
la ligne 3 et la ligne 5).
b) si A =1.
- (i) Si u # —1 alors le systeme n’a pas de solution. - (ii) Si 4 = —1 alors le systéme admet une infinité
de solutions

((1—3t, 14t —2t1); t € R}

c¢) si A = —2, alors le systeme est équivalent a
r—2y—3z—1t =-—M\
y+z+1t =1
z 42t
z—t =2—pu.

qui admet une unique solution

Exercice 9. Discuter et résoudre le systéme (distinguer 3 casm =1, m = -3, m ¢ {1,-3}) :
mr+y+z+t =a
r+my+z+t =b
r+y+mz+t =c
c+y+z+mt =d.
-Sim=-3eta+b+c+d+#0,iln’y a pas de solution et si a = —b — ¢ — d alors il existe une unique
solution

1 1 1
S={(;(b+c+2d+41), 5 (=b+d+4t), ((—c+d+41),1); t R},
-Sim=1et a=0b=c=d alors il existe une unique solution
S = {(xayvd_t_x_:%t) ; (xayat) €R3}7

et si la condition @ = b = ¢ = d n’est pas vérifiée, il n’y a pas de solution.
-sim#1letm#—3et b+ c# 2det a=—b— c+ 3d alors, il existe une unique solution

—b(m+3) —c(m+3)+dB3m+5) b(m+3)—4d c(m+3)—4d d

S=1 (m—1)(m + 3) "m—1)(m+3) (m—1)(m+3) m+3

)}

-sim#letm# —3etb+c# 2det a# —b— c+ 3d alors, il existe une unique solution

am+2)—3d a—-bm+2)+c+d a+b+(2-—m)ctd a+b+c—(m+2)d

S m - miam=1 ' midm-1 mi3)m-1

)}



Exercice 10. Résoudre le systeme

23?28 =1
2P 212 = 2
22225 = 3

Notons que le systéme est non linéaire, on applique le In pour les équations 1,2 et 3 (astuce!) et on
obtient :
3In(z) 4+ 2In(y) + 61n(z) =0

41n(z) + 51n(y) + 121n(2) = In(2)
2In(z) + 21In(y) + 51n(z) = In(3),

posons : X =1In(z), Y =In(y) et Z = In(z). Donc on aura

3X +2Y 467 =0
4X +5Y +12Z = In(2)
2X +2Y + 57 = In(3).

ce qui donne X =6In3 —2In2, Y =12In3 —3In2, Z = —7In3 4+ 2In2. On obtient (x,y, z) en passant
par exp.

Exercice 11. Cet exercice est pour aller plus loin (il est plus difficile que les autres). Soit n > 3. On
s’intéresse a la questions suivante : existe-t-il un polygone a n ca “tés dont les milieux des ca “tés sont
fixes ?

1) On considére n points dans le plan complexe d’affizes ai,...,an. On appelle z1,...,z, les affizes des n
sommets du polygone. Mettre en équation le probleme. En déduire un systéme linéaire a Résoudre.

2) Sur ce systéme, effectuer l'opération Ly — Lo+ L3 — Ly + - --. En déduire une condition sur les affizes
ai, ..., an pour que le probléme ait une solution.

Demander a votre chargé de TD une indication pour la solution.



