Algebre Générale 1 (2021-22)
Licence de Maths. L3 S5 Corrigé des exercices sélectionnés du TD 2 Université d’Avignon

Exercice 6 (parties (4) et (5) rectifiées)
Soit C% 'ensemble des fonctions f : R — R continues. On note + et x les opérations usuelles d’addition
et multiplication des fonctions réelles.

(1) Montrer que (C%, +, x) est un anneau commutatif. Est-il integre ?
(2) Trouver les éléments inversibles de C°.

(3) Pour tout élément g de C°, on note Z(f) := {z € R: f(z) = 0}. Montrer que pour tous f,g € C°,
on a

f divise g dans A = Z(f) C Z(g).
A-t-on implication réciproque ?
(4) Soit B un sous-ensemble de R. Montrer que I’ensemble
I(B) :={f cC’:Vz € B, f(z) =0}
est un idéal de C°.

(5) On suppose que B est non-vide et non-dense dans R (cad, B # @ et B # R). Montrer que 'idéal
I(B) n’est pas principal (on pourra considérer la racine cubique d’un élément).

Solution de (5) :
On suppose par I’absurde que I(B) est principal. Alors il existe g € C° telle que I(B) = gC° = {gf : f € C°}.
On définit
f=¢"3:R-R
x> f(z) = V/g(@).

Etant la composée de fonctions continues, on sait que f € C°. En plus, puisque f () = ¥/g(x) = 0 pour

tout 2 € B, on trouve que f € I(B) = gC°. Alors, il existe h € C° telle que
f=gh= V/g(x) = g(x)h(z), VzeR
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L’idée maintenant c’est de trouver une suite (), d’éléments du complémentaire de Z(g) qui converge vers
un point z € Z(g). La conclusion c’est que g(x,,) — 0 par des points x,, ¢ Z(g) et donc h(z,) — 400, ce qui
implique (par continuité de h) I'absurde h(xz) = +00. Voyons comment prouver Uexistence d’une telle suite.

On commence par vérifier que Z(g) # R et Z(g) # @. Ceci se vérifie par Pabsurde : si Z(g) = R, c’est-a-
dire si g = 0, alors I(B) = gC° = {0} et donc B et dense dans R, ce qui est faux par hypothese ; si Z(g) = @
alors g € I(B) ne s’annule jamais et donc B = @, ce qui est aussi faux par hypotheése. Donc effectivement
Z(g9) # Ret Z(g) # @. Par conséquent, 9(Z(g)) # @. Puisque la frontiere d’un ensemble coincide avec celle
de sont complémentaire, on peut fixer z € 9(Z(g)¢) = 0(Z(g)) et trouver une suite (z,),, de points de Z(g)°
telle que lim, #,, = x. Etant ¢ continue, on sait que Z(g) est un ensemble fermé. Ainsi, z € d(Z(g)) C Z(g),
c’est-a-dire, lim,, g(z,) = g(z) = 0. Puisque h est continue, cela implique la contradiction

1
h(z) = lim h(z,) = lim ———= = — = +o0.
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Par conséquent, 'idéal I(B) n’est pas principal.



