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Exercice 1.

. —
a) g:x o

i) Taux d'accroissement de g entre 2 et 24 h :

_ g(2+h)—g(2) 1r 24+h 2
Ts(2.2+h) = h _h{2+h+1 3}
B 1[2+h_g}73(2+h)—2(3+h)
" hl34h 3l 3h(3+h)
h 1

3h(3+h) 33 +h)

On trouve ainsi limp_o Tg(2,24 h) = %. Donc g est dérivable en 2, et

g2 =5

ii) L'équation de la tangente a C, au point de coordonnées (a, g(a)) est
y=g'(a)(x—-a)+g(a),

x—2
9

O

2
ce qui donne ici y = + 3 c'est-a-dire : y = g +



1
b)g:x»—>X27+1 i) Taux d'accroissement de g entre —1 et —1+ h :
To(-1.-1+h) = g(‘“”z—g(—l)
_ 1[ 1 1 }
 hl(=1+h2+1 (-1)2+1
B 1[ 1 1]_2—((h—1)2+1)
T ohl(h—12+1 2] 7 2n[(h—1)2+1]
_ 2—(WP-2h+2)  —h+2h
2A[(h—1)2+1]  2h[(h—1)2+1]
B —h+2
2((h—=1)2+1)
2 1

Dot lim T,(-1,-14+h)= ———~ = =
o (-1 -1+h) 2((-1)2+1) 2

g est dérivable en —1 et g/(—1) = 1.

ii) Equation de la tangente a C, au point de coordonnées

(-1,8(-1)) =(-1,1/2) : y = %(X — (1) + % , C'est-a-dire

1
y:§x+1.



Exercice 2.

Un puits sec a une profondeur de 30 meétres. On lache une pierre dans ce
puits a l'instant t = 0. Au bout de t secondes, la distance parcourue par
la pierre est donnée en metres par d(t) = 4,9 t2.

a) La pierre touche le fond quand la distance qu'elle a parcourue atteint

30 metres. On a donc 4,9t§ = 30, ce qui donne tg = jog = % puis,
comme ty > 0, ,
300 10v3
th=1\/— = 7\/ ~ 2,474 (en secondes).

49 7



b) Pour t € [0, to], la vitesse instantanée de la pierre a I'instant t
(exprimée en m.s™1) est

v(t)=d'(t) =4,9 x (2t) = 9,8t.

La vitesse instantanée de la pierre au moment ou elle touche le fond est

10v/3
v(to) = 9,87\[ = 14+/3 ~ 24,249 (m.s™1).
La pierre ayant parcouru 30 meétres entre les instants 0 et tp, sa vitesse

moyenne est Vo, = —. En utilisant la relation 4,9t2 = 30, on trouve
y Y tO ) (0]

1
Vinoy = 4,9ty = 5\/(to) =7V3~12,124 (m.s_l).



Exercice 3.

a) On considere une fonction f : R — R dérivable et périodique de
période T. Soit a € R. Peut-on dire que f'(a+ T) = f'(a)?

La réponse est oui. En effet, en notant T¢(x,y) le taux de variation de f
entre x et y, on a

Te(a+ T,a+T+h) = flar T+h)—fla+ T)

h
_ w car f est T-périodique
= T¢(a,a+h).

Donc

ffla+ T)=1lim Ts(a+ T,a+ T+ h)=lim Te(a,a+ h) = f'(a).
h—0 h—0



b) On considére une fonction g : R — R dérivable et paire. Soit a € R.
Quelle relation a-t-on entre g’(—a) et g’(a)? Méme question si g est
impaire.

i) Supposons d'abord g paire. Alors, pour tout h € R*,

Ty(-a,—a+h) — d*a+mfg0ﬂ):gt%a*2)*d*@

h
_h) —
_ g((a /)7) g(a) car g est paire
g((a—h)) —g(a)
= — "y = —Tg(a,a—h).
Lorsque h tend vers 0, —h tend vers 0, et donc T,(a,a — h) tend vers
g'(a). Ainsi

g'(—a) = lim Tg(—a,—a+ h)
h—0

= lim(—Tg(a,a— h)) = —g'(a).
h—0
ii) Si g est impaire, on obtient
VheR*, Ty(—a,—a+ h) = Ty(a,a—h),

'(—a) = lim T,(—a,—a+ h) = lim T,(a,a—h) =g’
g'(~a) = im Ty(~a,—a+h) = lim Ty(a,a— h) = g'(a)
Conclusion. Soit g une fonction dérivable. Si g est paire, g’ est impaire;

si g est impaire, g’ est paire.



Exercice 4.

a) i) Le cercle représenté ci-dessous est de rayon 1. Aire du triangle 77 de
sommets O, [, M(t) :

T

J M(t)
IT = tant
HM(t) = sint

t
M(r)
o H I
M(3n/2)

1 1 int
Aire(7'1):§><O/><HM(t):§><1><sint:S|%,



a) ii) Aire du triangle 7, de sommets O, /, T :

T

J M(t)
IT = tant
HM(t) = sint

t
M(r)
o H 1
M(37/2)

tant

1 1
Aire(’fz):i><OI></T:§><1><tant:



a) iii) Aire du secteur circulaire S délimitée par les segments [O/] et

[OM(1)] -

T
J M(t)
IT = tant
HM(t) = sint
t
M(r)
[¢) H 1
M(37/2)

L'aire A(6) d'un secteur circulaire d'angle 6 € [0, 2] est proportionnelle
a 0; A(2m) est I'aire du disque (de rayon 1), A(2w) = 7. On a donc
t

Aire(S) = A(t) = % xm=1>.



b) 71 est inclus dans S et S est inclus dans 7 donc
2Aire(T1) < 2Aire(S) < 2Aire(T2),

ce qui donne, pour tout t €]0,7/2[, sint <t < tant.

IT = tant

HM(t) = sint

M(w)

M(37/2)




c) En divisant par t > 0 les deux membres de la premiére inégalité
sint < t de b), on obtient

int
vt €]0,7/2[, % <1.

Pour tout t €]0,7/2[, cost > 0 et donc cost/t > 0. En multipliant par
cos t/t les deux membres de la seconde inégalité t < tant de b), on
obtient )

sint
vVt €]0,7/2[, cost < -

d) On a montré en c) :
int
vt €0, 7/2[, cost< T <1, (1)

La fonction cosinus étant continue, lim;_gcost = cos0 = 1. Donc,
d'aprés (1) et par le théoréme des gendarmes,
sint

lim —=1.
t—0,t>0 t



. ) P sint ,
La fonction (d’ensemble de définition R*) v : t — —— est paire. En

effet, la fonction sinus étant impaire,

sin(—t) —sint sint

vVt e R*, u(—t) = = = — =u(t
, u(—t) — — ; (1)
Donc |imt*>07t<0 U( ) = |imf*>0‘t<0 U(—t) = |imt*>07t>0 U(t) =1.
sint
Conclusion. lim L =1.
t—0 t

e)Ona (L—cost)(l+cost)=1— (cost)? = (sint)? Donc

1—cost (sin t)? sint\2 1
Vvt €] — 7/2,7/2[\{0}, = SRl E . S
I=m/2,7/20\{0} t2 t2(1 + cos t) ( t ) 1+ cost
_ (2)
t
On a vu en b) que lim AL 1. De plus
t—0 t 1 1
— t
lim;—0(1 + cost) =14 cos0 = 2. Donc d'apres (2), lim ¥ = _.
t—0 t 2

Enfin,



Exercice 5.
Calcul de dérivées.

a. f(t) =tsint. D =R et Dy = R (f est dérivable sur R car c'est le
produit fonctions dérivables sur R). On a sin’(t) = cost. La formule de
dérivation (uv) = v’'v + uv’ donne

VteR, f/(t)=1xsint+tcost =sint+ tcost.

b. f(t) = (t> + 1)y/tcost. Df = [0, +oo[ et Ds =]0, +oo| (la fonction
racine carrée est définie sur R et dérivable sur R%). On a
(V)(t)= 1/(2V/t) et cos/(t) = —sin t. La formule de dérivation

(uvw) = v'vw 4+ uv'w + uvw’ donne
t2 4+ 1
2Vt

c. f(t) = (2 +t)*. Df = Dy = R. Etant donné un entier n > 2, on
rappelle que si une fonction u est dérivable, alors (u")’ = n(u"~!)u’. En
posant u(t) = t3+t, et n =4 on trouve

vt €]0, +oo[, f/(t) =2t\Vtcost + cost — (t> 4 1)V/tsint

vVt e R, f/(t) =4(t3 +t)}(3t2 +1).



7 5 .
d. f(t)=1+ : + 7 D¢ = Dy = R*. On rappelle que pour un entier

1
n > 1, la fonction u : t — — est dérivable sur R*, et u'(t) = —L. On
tn tn+1
a donc
i 1 2 7 10

2x+3
e. f(x)= XJ—:4 . On a Dy = D = R\{4}. En utilisant la formule de
X
I,
dérivation (H)' = w on obtient
v v

Ve e R\(4}, F(x) = 2 +(4X)+i)22”3) = (xj4)2'




—1)4 4
f. f(x) = % On a Df = [0, +o0[ et Dy =]0, 4+o00[. f = u7

avec u(x) = /x — 1, v(x) = x*> + 4.
Onau'(x) =52, (1) (x)=4u(x)3u/(x) = 4022 et v/(x) = 2x.

2/x 2v/x
En appliquant la formule qui donne la dérivée d'un quotient, on obtient

A0 4 2) — (VX - 1)(2x)

fllx) = —2&
(x2+2)?
2R - 103 +2) — 2(VX — 1)xyR
X2+ 2
xR 2 (VR = xRl 2(Vx — 12+ xyR)
- X2+ 2) TR 2P
g. f(x)= W Les zéros de la fonction sinus sont les multiples de
T, Df:Df/:R\{k’/T;kEZ}. -
Ona f =u", avec u(x) = sl v(x) = —(Ssllnn(xx))z = —(;:5)32. D'ou

=) () o



Exercice 6. Calcul de dérivées.

On applique a chaque fois la formule de dérivation

(v o u) (x) = v/(u(x))u'(x).
a. f: x € R — sin(cosx). f = sinocos.

f'(x) = sin’(cos x) cos’(x) = cos(cos x) - (—sin x) = — sin x cos(cos x) .

b. g:x € R+ sin(x* —3x). g =sinou, avec u(x) = x* — 3x.

g'(x) = sin’(u(x))u/(x) = cos(x* — 3x) - (4x* — 3).

ccu:ze€Rw—Vz2+1. u=gof avec f(z) =2z>+1et g(z) = /z; on
obtient

2z z

! o / 7;127 _
0(@) = (D () = 5= F () = s = oy




d. h:t€]—n/4 n/4[— tan(2t). h=tanow avec w(t) = 2t; on a
2 .
tan/(t) = (cos 12 =1+ (tan(t))*. On obtient

K (t) = tan’(w(t))w'(t) = (Cosét))2 = 2(1 + (tan(2t))?).

e. v:z€|0,m%/4[ tan(,/z) . v = tanog avec g(z) = 1/z; on obtient

o 1 1
Viz) = wn(el)e'(?) = (o7 vz
11+ (an(V2)R

27z (cos(v2))? NE



Exercice 7.

a. Tableau de variation et extrema de f : x € R — x3 —3x 42

f est dérivable sur R et
fl(x) =3 -3=3(x*-1)=3(x + 1)(x — 1).

> f/(~1) = /(1) = 0.

» Six < —loux>1, f'(x)>0; f est donc (strictement) croissante
sur l'intervalle | — oo, —1] et sur l'intervalle [1, +o0].

> Si—1<x<1,f(x)<0; f est donc (strictement) décroissante sur
I'intervalle [—1, 1].

Ona: f(=1)=4, f(1) =0, limy_ o0 f(x) = lime 1 0o(3x3) = +o00 et
limy s oo F(x) = lim,, 5 (3x%) = —00. En effet la limite en 400 ou en
—oo d'une fonction polynomiale est égale a la limite de son terme de plus
haut degré.



D'ou le tableau de variation de f :

X —00 -1 1 +o00
f(x) + 0 - 0 +
4 +00
f(x) / N S
—00 0

f présente en —1 un maximum local valant 4 (non global car
limioo f = +00) et en 1 un minimum local valant 0 (non global car
lim_q f = —00).




b. Tableau de variation et extrema de f : x € [0, +o0o[— (x — 3)y/x
f est continue sur [0, +oo[ et dérivable sur ]0, +ool; pour x > 0,

o) — (x—3) 2x+(x-3) 3x-3
Fl(x) = Vx + N Y AN
> /(1) =0.

> Si0<x<1, f(x)<0; f est donc (strictement) décroissante sur
I'intervalle [0, 1].

» Six>1, f'(x) >0; f est donc (strictement) croissante sur
I'intervalle [1, +o0].
Ona: f(0)=0, f(1) = =2, lime o f(x) = +o0 (car y/x et x — 3
tendent vers +0o quand x tend vers +00).



D’ou le tableau de variation de f :

X 0 1 400
f'(x) - 0 +
0 +o0
f(x) N a
—2

f présente en 0 un maximum local valant 0 (non global car
lim;oo f = +00) et atteint en 1 son minimum global valant —2.




Exercice 8. Calcul de dérivées.

Rappel. Les fonctions arccos et arcsin sont définies et continues sur
[—1,1], dérivables sur ] — 1,1[. La fonction arctan est définie, continue et
dérivable sur R. On a

1 1
Vx €] — 1,1[, arcsin’(x) = ——— et arccos’(x) = ————
]~ L1, aresin'(4 v ——

V1—x?
1

Vx € R, arctan’(x) = e
X

a. f(x) = arccos(x?) . Ensemble de dérivabilité de f :
D ={xeR|x®€]-L1}={xeR[x*-1<0}=]-1,1[.
1 2x

f'(x) = arccos’(x?) - (2x) = fm -(2x) = BV



b. f(x) = xarcsinx + v/1 — x? . La fonction arcsin est dérivable sur
] — 1,1[. De plus pour x €] —1,1[, 1 — x? > 0 et la fonction u : x —+ \/x

est dérivable sur |0, 4+oco[. Donc f est dérivable sur | — 1,1].
f'(x) = arcsin(x) + xarcsin’(x) + /(1 — x?) - (—2x)
X 1
= arcsin(x) + + - (—2x
(9 VI—x2 21— x2 (=29

X

X
+ —
Vi=x2 J1—x2

Ainsi f est une primitive sur | — 1, 1] de la fonction arcsin. On pourrait
montrer que f est en fait aussi dérivable en —1 et en 1...

= arcsin(x) = arcsin(x)

c. f(x) = arctan(2x + 1) . La fonction arctan étant dérivable sur R,
Dy = R.
2 1

f'(x) = arctan’(2x + 1) - 2 = -
(x) = arctan’(2x + 1) 1+ (2x+1)2  2x2+2x+1




Exercice 9.

Soit n > 2 un entier fixé. On considere la fonction f : [0, +co[— R
- 1 n

définie par f(x) = (1——::7);)” :

a) f’ est bien dérivable sur [0, 4+o00[ car c'est le quotient de deux

fonctions dérivables sur [0, +oc], la fonction au dénominateur ne

s'annulant pas. Calculons f'(x) pour x > 0.

u'v—uv

V2
et v(x) = (1+x)" Ona u/(x) = nx""* et v/(x) = n(1+x)"%. On
obtient

. . . u
On utilise la formule de dérivation — = ,avec u(x) =1+ x"
v

nx" "Y1+ x)" — (14 x") - n(1 + x)"1
(1+x)2n

(1 +x)""Y(nx""1(1 + x) — n(1+ x"))
(14 x)2"

n(x" P4+ x"—1-x")  n(x""!-1)

(1+ x)ntt (14 X)L

fllx) =




b) Montrons que f atteint un minimum a déterminer.

D’apres le calcul précédent, pour x > 0, f’(x) est du signe de x"~1 —1
(car n/(1+4 x)"1 > 0).

> F1(1)=0
» Six €[0,1] alors x"~! < 1 donc f/(x) < 0.
» Six € [1,+oo[ alors x™1 > 1 donc f/(x) > 0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur [0, 1] et strictement
croissante sur [1, +ool, ce qui implique que f atteint son minimum global

en 1. Ce minimum vaut f(1) = Tt
c) D'apres b),
1 1+ x"

Vx € [0, +oo], 20-1 = (14 x)n°

En multipliant les deux membres de I'inégalité ci-dessus par 2"~ 1(1 + x)"
(qui est un réel strictement positif pour tout x > 0), on obtient

Vx € [0, +00[, (14 x)" < 2" }1 4 x").



d) Déduisons de c) : pour tout x € [0, 400 et tout y € [0, +o0],
(x+y)" <2"7Hx"+y"). (3)

Soit x >0, y > 0.

» Premier cas : x =y = 0. Dans ce cas
(x +y)" =2""Yx" + y") = 0 donc I'inégalité (3) est évidente.

» Second cas : x >0 ou y > 0. Supposons par exemple x > 0. Le
réel z = y/x est bien défini et est dans R, donc d'aprés c)

n n
(1+ X) < 2"*1(1+ y—) ,
X xn

ce qui donne
()" X"y
xn — xn !
En multipliant les deux membres de cette inégalité par le réel
positif x”, on obtient (3).
Si on suppose y > 0, on obtient I'inégalité finale de maniere
analogue, en échangeant les rdles de x et y.



Exercice 10.

distance entre A et B : 6 métres
distance entre B et S : 3 métres

a) On note x la distance MB. M appartient au segment [AB]. On a donc
MB < AB. Ainsi 0 < MB < 6 : x est dans l'intervalle [0, 6].

Comme M appartient au segment [AB], AB = AM + MB. Ainsi

AM = AB — MB =6 — x.

Le triangle MBS étant rectangle en M, le théoréme de Pythagore donne
MS? = MB? + BS? = MB2 +9. Dot MS =+/x2+9..



b) Expression du colit f(x) du raccordement, sachant que la partie de la
conduite située a la surface du sol cofite 300 euros par métre alors que
celle enfouie sous le sol colite 750 euros par metre.

Iy a AM = (6 — x) metres de conduite a la surface et MS = v/x?> +9
meétres de conduite enfouie. Le colit du raccordement (en euros) est donc

f(x) = 300(6 — x) + 7501/x2 + 9. (4)

c) Ou placer le point M pour rendre le colit du raccordement minimal?
I faut trouver ou la fonction f : [0,6] — R définie par (4) atteint son

minimum. Pour cela, on étudie les variations de f sur l'intervalle [0, 6].
f est dérivable sur [0, 6], et

fi(x) = —300+ 750 300

2x X
=750 —
2v/x2 +9 Vx2+9
750x —300v/x% +9  150(5x — 2v/x% +9)

x2+9 x2+9 '




f’'(x) a le méme signe que 5x —2v/x2+9. On a :

f'(x)=0 5x =2v/x2+9
(5x)? = (2v/x2 4+ 9)?
25x% = 4(x* 4 9)

12
21x° = 36 <— ><2=7

12
x:\/7:1,31 (car x > 0).

5x >2vx?>+9

(5x)? > (2v/x2 4+ 9)?

25x% > 4(x% +9)

21x% > 36 <= x €]y/12/7,6] (car x > 0).

P 1i11e

De méme

f'(x) >0

rvee



Enfin,

f(x)<0 < x¢€ [O,\/?[

Dans les suites d’équivalences précédentes, pour le passage de la
premiere a la deuxieme ligne, on a utilisé le fait que bx € Ry,
2v/x?2+9 € Ry, et la croissance stricte de la fonction carré sur R.

On trouve ainsi que f est strictement décroissante sur [0, 1/12/7] et

strictement croissante sur [/12/7,6]. Elle atteint donc en 1/12/7 son
minimum global.

Conclusion : il faut placer le point M a /12/7 ~ 1,31 métres de B pour
minimiser le colit. Ce coiit est alors de 7(1/12/7) ~ 3862 euros.



Faullle TD 2 ‘

Exendee A1, On veul cdtudier Ia fonction

£y Jool — R

)

L)Y = srdan (XY & 2arctn ( -‘)2)

(Q_] Nutbn.s [11.1.,(’.-
£0L) = 2acdon (1) + arctan ( ‘i’,)

9 avdlanitd) = 2(%)

i

g 2
)vc'tmx
g *
y i R S
4 )




(B Dirivee de § | On a

-S:\(X\ = -(‘—‘-' ['arc,"hn(x\ + 'Jfo‘\'zn(i)]
dx
= E‘: {ar&mﬂ(x\l % .é X)rdzn (-‘-)}
dx &x R,
\ _ 1
- : . ki _‘_2,‘ ( XZ')
l+ X ¥k ( x)
= ! - ‘ = 0
|+ x* xFa
Brek

§\(x\: 0 Vu(E.JD,oo[

Donc .g su:‘\. CDnS'\I.'an‘\:c. A€ i‘invath ]0’00[



@
En ’P‘th u_:.,“ex N

Ly = £ Y xe Jo, ool

On olieal 2unsi Lla .g‘mmp.e. ’tnigomomﬁ'fu'aue,

Avctana (XY + 2¢dan ( lﬁ\ =

& 1o

» Vxe]o,oof

(¢) Que se prsse £ sur Q\mfmwl‘eﬂ.a ]—ao,o[' E |

REPO(‘\S(’. “ ?.'3\ m?mt c\em'arr)n\’. mf.?ﬂ%jl.ﬁ- f\}dyﬁ

$(x\ = .%.(-l\) Vxe ﬁ—oo,o[

Au."f}m 11414 ﬁ..i‘l:. Ay t,

f: mmamom (

“ard.'an(&\ + ’éfal*;m (“:2) = =

Sl b=

YxeJ-o0,0L

<=




Exenclice L2

fdions les vattalons:. de ha

P 5
X v +WXV= X =-5x 41

qu-

Ui

\
£ X\

.

4 -&'\(x\ < 0 S

(] -
- 371 t:hm&

-S\(x\ > O M X € ]-oo)-l[
xel-4 11

\ -
£ » 0 st ®Ke Ji el



Done.

£ st de el cfwfsszm't Moc =00, - A [

-

‘E rd.'A.Cc_'k?.mEnt' &&U\D\’,SS}T\t ur j-l; i [

-g: S.t'}.k' L'\Ttment C)“LD{SS'M\i L ] A, 00 [

Nolons 2uwssl qu e Q_Lm gm = 00
X —v O3
Q.Cm ‘F(X\ = = 00
A - OO0

Remacque @ le gr"af;‘nt de § & wmme suils

v

Seulewent 3 ¥ocines 5 o, B ¥,



©

Exenace 13
11 & -aaC'L de Sfm'\:.L'{\'eA’ t{ueﬂc\uw Ex'-l;re.SsTaﬂ.s.

,_ 40 41 _. .4 4o+l -%a i
: () eﬂ-l' [ea) = 7 == e = £

| (e-af‘ e_?m-\-'l e g s ~LaEs)
(1) - e e e
on+3
c
~-20 4+ 30+2 -Q-3
S e e e—l
B
€
-3
-5 ln4 In(4 7)) -5
(C.\ e - - 4

i



(4) In(25a) = 2 M5 = MWntzsa)- 2a(5%)

B (25&) RS P

S'J.a

!

(€) ba (VX x—b) = Qn(xi XS) = Qh(x.ﬁz)

. ¥ Jnx
- %

3
(g’) In [13-{1\ - n(a-AM = QY\ ([] "0.)
a- A

] ( ala=1) mn)
n By

0~ A &“ (Q(O.-\-.H)

la (s a)



®

Exencice 14

1% Qz%ﬂc de resowdse f\u&qu% Equfat(wm
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