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1.1 Intervalles

Les intervalles de R sont de la forme [a, b] , [a,b[, ]a, b] , |a, b (a et b sont des
nombres réels tels que a < b), | —o0,a] , | — o0, a[, |a,+oo] , [a, +oo[ (a est un
nombre réel), | — oo, +oo[= R.

Remarque. Soit I un intervalle de R. Pour ¢, d € [, 'intervalle [c, d] est inclus dans /.

1.2 Fonction, courbe représentative

Les fonctions permettent de définir des liens entre certaines grandeurs pouvant
varier. Par exemple, on peut exprimer la variation de la pression avec I'altitude ou
I'évolution d’une température dans le temps a |'aide d'une fonction.

On considere une partie de R, notée D. Un fonction a valeurs réelles f
d’ensemble de définition D (ou définie sur D) associe a chaque nombre réel x
appartenant a D un nombre réel y, noté f(x).

Définir une fonction d'une variable réelle a valeurs réelles, c'est donc donner son
ensemble de définition D C R, ainsi qu'une “régle” (souvent une formule
mathématique) qui permet d'associer a chaque donnée x dans D une valeur f(x)
dans R.

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Fonctions numériques. 2021-22 2/93



Remarques.

@ La notation f : D — E signifiera pour nous que f est une fonction
d’ensemble de définition D, & valeurs dans E (en théorie des ensembles, on
parle d'application de D dans E : D est I'ensemble de départ, E celui
d’arrivée). Pour les fonctions a valeurs réelles, E est R ou une partie de R.

@ f(x) n'est pas une fonction : c'est un nombre réel qui est la valeur de la
fonction f en x.

@ On peut utiliser la notation (x — f(x)) pour désigner une fonction .
Lorsque I'ensemble de définition n'est pas précisé, il est implicitement égal a
I'ensemble de tous les réels x tels que f(x) existe.

Exemples. i) La fonction carré est la fonction (x — x2), d’ensemble de définition
R. La fonction cube est la fonction (x — x3), d’ensemble de définition R.

2t+1 _—
+1 ) a implicitement pour ensemble de définition R\{1}.

ii) La fonction (t —
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Courbe représentative. Le plan est muni d'un repére (en général orthonormé)
(0, 0l, 0J). La courbe représentative Cr d'une fonction f définie sur D est
I'ensemble des points de coordonnées (x,y), ol x appartient a D et y = f(x).

f(3.5) = 3.33

A
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Image, antécédent. Soit f une fonction a valeurs réelles, d'ensemble de définition
D.

@ Pour a € D, f(a) est appelé I'image de a par la fonction f.
@ Pour b € R, on appelle antécédent par f de b tout élément x de D tel que
f(x)=b.
Un élément a de I'ensemble de définition D de f a exactement une image par f.

Graphiquement, I'image de a est I'ordonnée du point d’intersection de la courbe représentative
de f avec la droite verticale d'équation x = a

Un réel b peut avoir zéro, un, plusieurs antécédent(s), voire une infinité.
Graphiquement, les antécédents de b sont les abscisses des points d'intersection (s'ils existent)
de la courbe représentative de f avec la droite horizontale d’équation y = b

Si A est une partie de D, on appelle ensemble image de A par f et on note f(A)
I'ensemble des valeurs prises par la fonction f sur A :

F(A) % {f(x): x € A}.

f(A) est I'ensemble de tous les réels ayant au moins un antécédent dans A par f.
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Exemple. Considérons la fonction carré f : x — x2.

\ B @ L'image de —2 par f est 4.

@ 4 a deux antécédents : —2 et 2.

@ 2 a deux antécédents : —/2 et

y=2 : ﬂ

@ 0 a un antécédent : 0.

IR S @ —1 n’a aucun antécédent.
f([-1,1]) = [0, 1].
f([-1,2]) = [0,4].
f(]-2,-1)) =]1,4][.

y=-1

Restrictions d'une fonction. Etant données une fonction f d'ensemble de
définition D et une partie D’ de D, la restriction de f a D’, notée f|D/ est la
fonction d'ensemble de définition D', qui a tout x € D’ associe f(x).
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1.3 Premiers exemples

a) Fonctions affines

Une fonction affine est une fonction définie sur R et qui a tout nombre réel x
associe ax + b, ol a et b sont deux nombres réels fixés.

Exemples. Les fonctions f et g définies sur R par f(x) = 1,5x + 4 et
g(x) = —x + 1 sont des fonctions affines.

Remarque. i) Lorsque a =0, on a f(x) = b pour tout nombre réel x : la
fonction f est alors constante.

ii) Lorsque b =0, on a f(x) = ax pour tout nombre réel x : on dit alors que la
fonction f est linéaire : elle vérifie f(x + x’) = f(x) + f(x'); f(cx) = cf (x).

Propriété. On considere la fonction affine f : x — ax + b.

La courbe représentative de f dans un repére du plan est une droite D du plan.
De plus si Q et Q' sont deux points distincts de D de coordonnées respectives
(x,y) et (x',¥'),ona(y —y)/(x —x) = a. On dit que la droite D est de pente
(ou coefficient directeur) a.
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D; est la droite d'équation y = 0,5x + 1, elle est de pente 0,5 =1/2. C'est la
courbe représentative de la fonction affine f définie par f(x) = 0,5x + 1.

D, est la droite d'équation y = —1,5x + 2. Elle est de pente —1,5 = —3/2.

D3 est la droite d'équation y = —1, elle est de pente 0 (c'est une droite
horizontale, c'est-a-dire paralléle a I'axe des abscisses).

Toute droite non verticale est la courbe représentative d'une fonction affine.

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Fonctions numériques. 2021-22 8/93



b) La fonction inverse

1

La fonction inverse est la fonction (x — —), définie sur R* = R\{0}. On a ainsi
X

fl1)=1,f(2)=0,5, f(0,5) =2, f(-1) = -1, f(—4) = —0,25 ...

Courbe représentative.

N W s
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c) La fonction racine carrée

Si a est un nombre réel positif ou nul, il existe un unique nombre réel positif ou
nul b tel que b? = a; b est appelé la racine carrée de a, et est noté /a.

La fonction racine carrée est la fonction (x — 1/x), définie sur I'intervalle [0, +oo[
(et a valeurs dans [0, +occ[). On a

VO=0 , 1/4a=1/2 , Vi=1 , V4=2 , Vo=3...

Propriétés.
@ Pour x,y € [0,4+00[, /Xy = vVX\/¥ .

@ Pour x € [0, +o0] et y €]0, +o0], \/Y_ ﬁ
y o
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Courbe représentative.

54
y=x
4+ Yy =X
!
3
20
y =X

1_.

o 1 V32 3 4 5

A’ est le point de la courbe représentative de la fonction carré d’ordonnée 3. Son
abscisse est /3. A est le symétrique de A’ par rapport 3 la droite d'équation
y = x; A est sur la courbe représentative de la fonction racine carrée.
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d) La fonction valeur absolue

La valeur absolue d’'un nombre réel a est définie par : |a] = max(a, —a),
c'est-a-dire : |a] =asia>0et|al = —asia<O.

Propriétés.
° |a|>0;lal=|—a|;|af =a*; Va?=|al
@ Inégalité triangulaire : |a+ b| < \a\ + |b]
o |ab bl:sib#0, ) ‘
abl = Jalle] s 20, |3 =12

Valeur absolue et distance. On considére une droite D graduée de repere (O, /),
avec O/ = 1. Si M est un point de D, d’abscisse x, la distance OM entre |'origine
et M est égale a |x|. Si A et B sont deux points de D d'abscisses respectives a et
b, alors AB = |b— a|.
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La fonction valeur absolue est la fonction (x — |x|), définie sur R. )

La courbe représentative de la fonction valeur absolue est constituée de deux
demi-droites :

oA

y = |x|

\

o+

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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Remarques.

@ Soit a,r € R, avec r > 0. On a, pour x réel, les équivalences suivantes.
x| <r < xe[-r,r] et |x|<r < x€]—r,r[;

[x—a|<r <= xcla—r,a+r] et |[x—a|<r < x€la—r,a+r].

Exemple. L'ensemble des réels x vérifiant |x — 2| < 3 est I'intervalle
12-3,243[=] - 1,5[.

@ Pour x et y réels on a les équivalences suivantes

x| < ly| < x2<y? et x| < ly| <= x2 < y?.
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2 Opérations sur les fonctions.

2.1 Somme, produit, combinaison linéaire

@ Somme et produit. On considére deux fonctions f, g : D — R.

La fonction somme f + g est définie sur D et envoie x sur f(x) + g(x) :
VxeD, (f+g)(x) = f(x) +&(x).
La fonction produit fg est définie sur D et envoie x sur f(x)g(x) :

Vx € D, (fg)(x) = f(x)g(x).

Remarque. Dans le cas ol f est g ont des ensembles de définition Dr et D,
distincts, |'ensemble de définition de f + g et fg est |'intersection Df N Dy,
des ensembles de définition de f et g : Dry, = D, = D N Dy

@ Multiplication par une constante. Etant donnée une fonction f : D — R,
pour tout nombre réel ¢, la fonction ¢ f : D — R envoie x sur ¢ f(x) :

Ve eR, Vx € D, (cf)(x) = cf(x).
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Si f1, f,...,f, sont des fonctions réelles définies sur D, on appelle combinaison
linéaire de fi, ..., f, toute fonction f de la forme f = c1f1 + ©h + ... + c,f,, ol
c1, G, ..., Cp sont des nombres réels.

@ Quotient. On considere deux fonctions f, g : D — R. La fonction quotient
f
g est définie sur
D' {xc D] g(x) #0}

f(x) .
g(x)

et envoie x sur

Vx e D', <§>(X): ;8.

Remarque. Dans le cas ol f est g ont des ensembles de définition Dr et D,
distincts, I'ensemble de définition de /g est
D' :={xe DrN D, | g(x)#0} .

c .. . .
Pour ¢ € R, — désigne le quotient de la fonction constante prenant la valeur

¢ par la fonction g.

v
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2.2 Composée de deux fonctions

On considere une fonction f : D — R et une fonction g : D’ — R. La fonction
composée g o f est définie sur Dgor = {x € D|f(x) € D'} par

gof(x)=g(f(x).

Pour obtenir z = g o f(x), on envoie d'abord x par f sur y = f(x), puis y est
envoyé par g sur g(y) =z :

DprcD 4 D £ R

x = y=f(x) = z=g(y)=gof(x)
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Exemples. i) Considérons les fonctions f et g définies sur R par f(x) = x? et
g(x)=x—1. Alors go f et f o g sont définies sur R et

Vx €R, gof(x)=g(f(x)) =g(x*) =x>—1.

Vx €R, fog(x)=f(g(x))=f(x—1)=(x—1)>=x*—2x+1.
On voit sur cet exemple que gof #fog.

R — R etv:{]R\{O} - R

ii) Considérons les fonctions u :
x = x+1

v o u a pour ensemble de définition R\{—1} et, pour x # —1,

1

vou(x):v(x—i—l):XJrl.

uo v a pour ensemble de définition R\{0} et, pour x # 0,

uov(x):u(l/x):%—&—l.
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i) Considérons les fonctions f : x — x> +3et g:x—/x+1, densembles de
définition respectifs Df = R et D, = [—1, +o0].

Pour tout x € R, f(x) = x2+3 >3 > —1, c'est-a-dire f(x) € D,. La fonction
g o f est donc définie sur R et

Vx €R, gof(x)=g(f(x)) =g(x*+3) = Vx2+4.

L'ensemble de définition de f o g est I'ensemble des x € D, tels que g(x) € Ds.
Comme Df =R, f o g est définie sur Dy = [—1, 400] et

Vx € [-1, 400, fog(x) = flg(x))=Ff(Vx+1)=(Vx+1)*+3
= (x+1)+3=x+4.
Remarque. Ici I'ensemble de définition de f o g est [—1, 400, bien que x + 4

puisse &tre défini pour tout réel x : la fonction f o g est la restriction a I'intervalle
[—1, +oo[ de la fonction (x — x + 4).
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On a vu avec les exemples précédents qu'il n'y a aucune raison que les fonctions
gof et fog soient égales. Elles peuvent d’ailleurs ne pas avoir le méme
ensemble de définition...
La composition de fonctions possede en revanche la propriété suivante
(associativité).
Les fonctions (ho g)of et ho(gof) ont le méme ensemble de définition et sont
égales :

(hog)of=ho(gof).
On peut donc se passer des parenthéses et noter cette composée de trois
fonctions hogof. On a

hogof(x) = h(g(f(x))).

En notant Dy, Dy et Dy les ensembles de définition de f, g et h, I'ensemble de
définition de ho g o f est I'ensemble des réels x tels que x € Df, f(x) € Dy et
g(f(x)) € Dp.
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3 Quelques propriétés de fonctions

3.1 Fonctions paires, fonctions impaires

Une fonction f : D — R est dite paire (respectivement impaire) lorsque :
i) Vx € D, —x € D (symétrie de |'ensemble de définition D)
i) Vx € D, f(—x) = f(x) (respectivement Vx € D, f(—x) = —f(x) ).

Exemples. La fonction (x — x2), définie sur IR, est paire.

La fonction (x — x3), définie sur R, est impaire.

Interprétation graphique. La courbe représentative C d'une fonction paire est
symétrique par rapport a 'axe des ordonnées : si M(x,y) est sur C, alors
M(—x,y) aussi.

La courbe représentative C d'une fonction impaire est symétrique par rapport a
I'origine 0 @ si M(x, y) est sur C, alors M(—x, —y) aussi.
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01 2 3 5

f fonction paire g fonction impaire

Exercice. Que peut-on dire de la somme de deux fonctions paires (resp.
impaires)? Du produit de deux fonctions paires (resp. impaires)? Du produit
d'une fonction paire et d'une fonction impaire?
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3.2 Fonctions périodiques

i) Soit T un nombre réel strictement positif. Une fonction f : R — R est dite
périodique de période T (ou T-périodique) lorsque

Vx eR, f(x+ T)=1(x)

ii) Une fonction f : R — R est dite périodique s'il existe un nombre réel T > 0
tel que f soit T-périodique.

Propriété. Si f est T-périodique, alors
VneZ, VxeR, f(x+nT)="1(x).

Période minimale. On dit que T,, > 0 est la période minimale de f si f est
T -périodique et toute période de f est supérieure ou égale a T,,. Dans ce cas,
on peut montrer que les périodes de f sont : T,,,27,,3Tpm, .. ..

Interprétation graphique. La courbe représentative C dans un repere (O, /,J)
d'une fonction T-périodique est invariante par la translation horizontale de

vecteur = T Ol :

M(x,y) €eC <= M(x+ T,y)eC.
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Exemple. On rappelle que la partie entiére E(x) d'un nombre réel x est le plus
grand entier inférieur ou égal a x. On a donc E(x) € Z et E(x) <x < E(x)+1
Par exemple £(3,205) =3, E(—1,59) = —

La fonction f définie sur R par f(x) = x — E(x) est caractérisée par les deux
propriétés suivantes

(i) Vxe[0,1[,f(x ) f est périodique de période 1.
% A///
—-1.5 —1 —-0.5
—-0.5

Remarque. La propriété de T-périodicité peut étre aussi définie pour des
fonctions d'ensemble de définition D # R : il faut avoir, pour tout x € D,
x££ T € D et, pour tout x € D, f(x+ T) = f(x).
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3.3 Fonctions bornées

a) Comparaison de deux fonctions. On considére trois fonctions f, g, h: D — R.
@ On dit que f est majorée par g (notation : f < g) si :

Vx e D, f(x)<g(x).

Interprétation graphique : la courbe représentative de g est au-dessus de
celle de f.

@ On dit que f est minorée par h (notation : f > h) si :
Vx e D, f(x)> h(x).

Interprétation graphique : la courbe représentative de h est au-dessous de
celle de f.

@ On dit que f est a valeurs positives (resp. négatives), ou simplement que f
est positive (resp. négative) si :

VxeD, f(x)>0 (resp. Vxe D, f(x) <0).
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Remarque. Contrairement a un nombre réel, une fonction peut n’étre ni positive,
ni négative. Par exemple, la fonction identité id : x — x, définie sur R, n’est pas
positive (car id(—1) < 0), ni négative (car id(1) > 0).

@ Une fonction f : D — R est dite a valeurs strictement positives (resp.
strictement négatives) si :

Vxe D, f(x)>0 (resp. Vxe D, f(x)<0).

b) Fonctions minorées , majorées , bornées.

@ Une fonction f : D — R est dite majorée s'il existe une fonction constante
qui majore f, c'est-a-dire s'il existe un nombre réel M tel que
Vx € D, f(x) < M; on dit alors que M est un majorant de f.

@ Une fonction f : D — R est dite minorée s'il existe une fonction constante
qui minore f, c'est-a-dire s'il existe un nombre réel m tel que
Vx € D, f(x) > m; on dit alors que m est un minorant de f.
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] — 00,0[— R

Exemples. La fonction f; :
x—=1/x

est majorée (de majorant 0) et non

minorée.
10, +00[— R

est minorée (de minorant 0) et non majorée.
x—1/x

La fonction £ : {

Une fonction f : D — R est dite bornée si elle est a la fois minorée et majorée.
Cette propriété équivaut a |'existence d'un réel C > 0 tel que

Vxe D, |[f(x)| < C.
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3.4 Fonctions monotones

On considére une fonction f : D — R.

La fonction f est dite constante si f(x) ne dépend pas de x dans D. En d'autres
termes :
pour tous xi,x € D, f(x1) = f(x).

La fonction f est dite croissante (respectivement strictement croissante) si f(x)
croit (resp. croit strictement) lorsque x croit dans D. En d'autres termes :

pour tous xi,x2 € D, x1 < xo = f(x1) < f(x2) (resp. f(x1) < f(x2)) -

La fonction f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si f(x)
décroit (resp. décroit strictement) lorsque x croit dans D. En d'autres termes :

pour tous xi,x € D, x1 < xo = f(x1) > f(x2) (resp. f(x1) > f(x)).

La fonction f est dite monotone (resp. strictement monotone) si elle est
croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement
décroissante).
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Propriétés.

@ Si u,v: D — R sont deux fonctions croissantes (resp. décroissantes), alors
la fonction u + v est croissante (resp. décroissante). De plus si la croissance
(resp. la décroissance) est stricte pour au moins une des deux, la croissance
(resp. la décroissance) est stricte pour la somme u + v.

@ Fixons un nombre réel c. La fonction u + ¢ a le méme sens de variation que
u.

@ Fixons un nombre réel k strictement positif. La fonction ku a le méme sens
de variation que u. Par exemple, si la fonction u est strictement croissante,
la fonction 3u est aussi strictement croissante. Si la fonction u est
décroissante sur /, la fonction 4u est aussi décroissante sur /.

@ Fixons un nombre réel k strictement négatif. La fonction ku a un sens de
variation opposé a celui de u. Par exemple, si la fonction u est croissante, la
fonction —u est décroissante. Si la fonction u est strictement décroissante,
la fonction —2u est strictement croissante.

@ La composée de deux fonctions croissantes est croissante. La composée de
deux fonctions décroissantes est croissante. La composée d'une fonction
croissante et d'une fonction décroissante est décroissante.
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Soit une fonction f : D — R et soit / une partie de D (généralement un
intervalle). On dit que f est (strictement) croissante sur / lorsque la restriction de

f a | est (strictement) croissante. On définit de méme la décroissance et la
décroissance stricte sur /.

h=[-2,-1], h=[-1,0] 1 =10,1]

Exemple de courbe représentative d'une fonction h qui n'est pas monotone sur
[-2,1]. La fonction h est strictement décroissante sur [—2, —1], strictement
croissante sur [—1,0] et strictement décroissante sur [0, 1].
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Exemples.

i) Une fonction affine (x — ax + b) est strictement croissante si a > 0,
strictement décroissante si a < 0, constante si a = 0.

ii) La fonction cube (x +—+ x3) est strictement croissante.

iii) La fonction carré (x — x2) est strictement décroissante sur | — co,0] et
strictement croissante sur [0, +0o[. De méme pour la fonction valeur
absolue (x — |x|).

iv) La fonction inverse (définie sur R\{0}) n'est pas monotone. Cependant elle
est strictement décroissante sur chacun des deux intervalles | — oo, 0 et

10, +o0].

Remarque. Si f est strictement croissante sur /, alors pour tous x,y € I,
x <y <= f(x)<f(y).

Si f est strictement décroissante sur /, alors pour tous x,y € I,

x <y <= f(x)>f(y).
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Tableau de variation d’'une fonction

Etudier les variations d'une fonction f définie sur une partie D de R, c'est
déterminer les intervalles sur lesquels f est croissante et les intervalles sur lesquels
f est décroissante. Les variations de f sont représentées par un tableau de
variation.

Exemple d'une fonction f définie sur I'intervalle | — oo, 4].

x| —oc0 -1 1 4 Ce tableau de variation signifie que f
est (strictement) décroissante sur

X 2 I'intervalle | — oo, —1], (strictement)
croissante sur |'intervalle [—1,1] et
f(x) (strictement) décroissante sur
I'intervalle [1,4].
1 -3

Les indications en rouge donnent les valeurs de f en —1, 1 et 4, ainsi que la limite
de fen —co: f(—1) =1, f(1) =2 et f(4) = —3; enfin f(x) tend vers +o0
lorsque x tend vers —oo, c’est-a-dire que “f(x) devient trés grand lorsque x
devient trés petit”.
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4 Fonctions polynomiales, fonctions rationnelles

4.1 Fonctions polynomiales

a) On appelle fonction polynomiale de degré n toute fonction (définie sur R) de la
forme x — ag + aix + apx> + ... + a,x", ot ag, a1, . . ., a, sont des nombres
réels, avec a, # 0.

Remarque. La fonction nulle est aussi considérée comme une fonction
polynomiale, de degré non défini (on considére parfois que ce degré est —co).

Exemples.

@ Toute fonction affine (x — ax + b) est une fonction polynomiale, de degré 1
sia#0, dedegré 0sia=0et b#0.

@ La fonction x — (x — 1)(x + 3) = x*> + 2x — 3 est une fonction polynomiale
de degré 2.

@ La fonction x > 3 — 2x + 0,5x% — x* + 4x% est une fonction poynomiale de
degré 5.
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Pour une fonction polynomiale donnée, les coefficients a; de la définition
précédente sont uniques :

Théoreme

On considere deux fonctions polynomiales f : x +— ag + a;x + ... + a,x" et
g:x by+ bix+ ...+ byx". Si f(x) = g(x) pour tout x € R, alors a; = b;
pour 0 </ < n.

Propriétés

@ Toute combinaison linéaire de fonctions polynomiales est une fonction
polynomiale. En particulier, la somme de deux fonctions polynomiales est
polynomiale.

@ Le produit de deux fonctions polynomiales f et g est une fonction
polynomiale, dont le degré (si ni f ni g n'est la fonction nulle) est la somme
des degrés de f et g.

@ Si f et g sont des fonctions polynomiales, alors g o f est une fonction
polynomiale, dont le degré (si ni f ni g n'est la fonction nulle) est le produit
des degrés de f et g.
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b) Zéros et signe d'une fonction polynomiale de degré 2.  On appelle zéro d'une
fonction g tout réel « tel que g(«) = 0. On considére une fonction polynomiale f
de degré 2 : f(x) = ax®>+ bx +c, avec a# 0. On pose A = b> — 4ac. On
rappelle que :

@ Si A >0, alors f a deux zéros 1 et an,

—b— VA —b+ VA
——— = ———.

o] = 5
! 2a ' 2a

On a de plus la factorisation f(x) = a(x — a1)(x — a2), qui se traduit par les formules
b c
altoax=—— , aop=—.
a a

Notons / I'intervalle ouvert d’extrémités aq et ap.

Si x est dans /, f(x) est de signe opposé a celui de a. Si x n'est pas dans / et est distinct
de oy et ap, f(x) est de méme signe que a.

@ Si A =0, f aun unique zéro & = —b/2a. On a la factorisation f(x) = a(x — «)?, et pour
x distinct de a, f(x) est du méme signe que a.

@ Si A <O, f n'aaucun zéro dans R, et pour tout x € R, f(x) est du méme signe que a.
v
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c) Factorisation d'une fonction polynomiale.

Soit f : R — R une fonction polynomiale de degré n. Si f(«) =0, alors f admet
une factorisation par x — x — « :

Vx e R, f(x)=(x —a)g(x), avec g fonction polynomiale de degré n — 1

Exemples. i) f(x) = x3 — 1. On a f(1) = 0. On a une factorisation de la forme
f(x) = (x —1)(ax® + bx +¢) .
Pour déterminer a, b, c, on développe (x — 1)(ax? + bx + c) et on obtient
VxER, x* —1=ax®+ (b—a)x* + (c — b)x — c.

Par identification des coefficients, il vient a=1, b—a=0,c—b=0,c =1, ce
quidonnea=b=c=1: f(x)=(x—1)(x®>+x+1).
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i) f(x) = 2x* — 3x3 — 2x2 + x — 2. On remarque que f(—1) = 0. On a donc une
factorisation par (x — x 4+ 1). On trouve

Vx €R, f(x) = (x+1)g(x), avec g(x) =2x> —5x*43x — 2.
On remarque que g(2) = 0 et on obtient
Vx €R, g(x) = (x — 2)h(x), avec h(x) =2x> —x+1.
Ainsi
Vx €R, f(x) = (x+1)(x —2)(2x® — x +1).

Le discriminant A de h est strictement négatif, et h(x) > 0 pour tout x € R.

Résultat général. Toute fonction polynomiale f non nulle admet une factorisation
de la forme

f(x)=C(x—o1)...(x —ap)gi(x)...gq(x),
ou C € R*, ay,...,qp sont des réels (pas nécessairement distincts) et gi, ..., &q
sont des fonctions polynomiales de degré 2, de discriminant strictement négatif.
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4.2 Fonctions rationnelles

P
On appelle fonction rationnelle toute fonction F de la forme (X > QY%), ou P
X

et Q sont deux fonctions polynomiales. L'ensemble de définition de F est

Dr = {x € R| Q(x) # 0} .

Exemples.

XX+ x+1

La foncti (
] a ronction ( x — 2X—3

définition R\{3/2}.

) est une fonction rationnelle, d’ensemble de

x+4
x2+x+1
définition R : pourquoi?.
x> —x*+/2
(x = 1)(x+2)(x + v5)
d'ensemble de définition R\{1, —2, —/5}.

@ La fonction (x — ) est une fonction rationnelle, d’ensemble de

@ La fonction (x — ) est une fonction rationnelle,
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Simplification d'une fonction rationnelle

On peut obtenir une expression simplifiée d'une fonction rationnelle

P
F = (x — %) lorsque les fonctions polynomiales P et @ ont des facteurs
X

communs.

TS . . 3_ ’
Exemple. On considére la fonction rationnelle F = (x —> ;7}), d’ensemble de

définition R\{-1,1} : F = g avec

Vx €R, P(x)=x> —1=(x = 1)(x* +x+1);
VxER, Q(x)=x*—1=(x—1)(x+1).

La fonction x — (x — 1) est un facteur commun des fonctions polynomiales P est
Q, et on a la simplification suivante :
(x—D(x®+x+1) x2+x+1

Vx e R\{-1,1}, F(x) = (x—1)(x+1) T x+1
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5 Fonctions circulaires

5.1 Fonctions cosinus et sinus

a) Le plan étant muni d’un repére orthonormé direct (0, 7, /), on note C le cercle
de centre O et de rayon 1 (appelé cercle unité) : c'est |'ensemble des points M
du plan dont les coordonnées (x, y) vérifient x> + y? = 1, et sa longueur est 27.
On note / (resp. J) le point du cercle C de coordonnées (1,0) (resp. (0,1) ).

e —
=y

Pour t € R, on note M(t) le point de C tel que I'angle (i, OM) = (OI, OM) soit
de mesure t en radians.

On a M(0) = M(27) = I; M(n/2) = M(—3n/2) = J; pour tout t € R,
M(t + 2m) = M(t).
On définit cos t comme |'abscisse du point M(t) et sin t comme |'ordonnée de

M(t). On obtient ainsi deux fonctions cos,sin : R — R qui sont appelées les
fonctions cosinus et sinus.
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J
— M(t)
sint
M(7) t
0] cos t I
M(37/2)

Si t est positif, on aboutit a M(t) lorsqu’a partir du point /, on parcourt le cercle
dans le sens direct (inverse de celui des aiguilles d'une montre) sur une longueur
t; si t est négatif, on arrive a M(t) lorsqu’a partir du point /, on parcourt le
cercle dans le sens rétrograde (celui des aiguilles d'une montre) sur une longueur
[t] = —t.
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b) Premiéres propriétés.
@ Les fonctions cos et sin sont 27-périodiques :
Vt eR, cos(t+2m)=cost et sin(t+27)=sint;
VkeZ, YVt e R, cos(t+2km)=cost et sin(t+ 2km)=sint.
@ Les fonctions cos et sin sont a valeurs dans I'intervalle [—1,1] :
VtieR, —-1<cost<1l et —1<sint<l1.
e VtcR, (cost)®+(sint)®=1.
@ La fonction cosinus est paire, la fonction sinus est impaire :
Vt eR, cos(—t)=cost et sin(—t)=—sint

@ Lorsqu’'on ajoute 7 a t, le cosinus et le sinus sont multipliés par —1 :
VteR cos(t+m)=—cost et sin(t+m)=—sint.

m . .
@ Lorsqu'on remplace t par 5" t, le cosinus se transforme en sinus et
inversement :
71' . . ™
vte R cos(Eft):smt et sm(Eft):cost.
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Variations des fonctions cos et sin sur 'intervalle [0, 27]

@ Lorsque t croit de 0 a /2, cost décroit de 1 a 0 et sin t croit de 0 a 1.
@ Lorsque t croit de /2 a 7, cost décroit de 0 a —1 et sin t décroit de 1 a 0.
@ Lorsque t croit de m a 37/2, cost croit de —1 a 0 et sin t décroit de 0 a —1.

@ Lorsque t croit de 37/2 a 2m, cost croit de 0 a 1 et sint croft de —1 a 0.

v

Courbe représentative de la fonction cosinus.
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Les deux courbes sur le méme graphique.
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Quelques valeurs remarquables.

t 0 w/6 | w/4 | ©/3 | 7/2

cost || 1 | 3/2|V2/2] 1/2 0

sin t 0 | 1/2 | v2/2 32| 1

Pout t € [r/2,7], on peut utiliser les formules
cos(m — t) = —cos(—t) = —cost et sin(m—t)= —sin(—t)=sint.

Par exemple, cos(57/6) = — cos(m/6) = —/3/2 et sin(57/6) = sin(7/6) = 1/2.
Pour t € [—m, 0], on utilise le fait que cos est paire et sin impaire.

Formules donnant le cosinus et le sinus d'une somme.

cos(a+ b) = cosacos b — sin a sinb sin(a+ b) =sinacosb + cosasinb.
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Zéros des fonctions cos et sin.

. . . ™
La fonction cosinus prend la valeur 0 aux points de la forme > + km, avec k € Z.
La fonction sinus prend la valeur 0 aux points de la forme km, avec k € 7.

5.2 La fonction tangente

La fonction tangente, notée tan, a pour ensemble de définition
T T T
Dean = R\{ + k7 ; k € Z} = U]5 + Kk, o + (k+ 1)
kezZ
et est définie par la formule

sint
Vt € Dian, tant =

cost
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Propriétés.
@ La fonction tangente est m-périodique : pour tout x € Dian, X + 7 € Dian, X — € Dran et

Vx € Dian, tan(x + 7) = tan(x).

I suffit donc d’étudier le sens de variation de tan sur l'intervalle | — /2, 7/2].
@ La fonction tangente est impaire ; elle prend la valeur 0 en les points k7, avec k € Z.

La fonction tan est strictement croissante sur | — 7 /2, 7 /2[; tan x tend vers —oo lorsque x
tend vers —m/2 a droite, et vers +oo lorsque x tend vers /2 a gauche.

@ Pour tout x € Dran,

B (sinx)?  (cosx)?+(sinx)? 1
L (tanx)? =1+ (cosx)? (cos x)? ~ (cosx)?

@ Tangente d’'une somme. Pour tous a, b € Diap tels a+ b € Dian,

sin(a+b)  sinacosb -+ cosasinb

t +b = =
an(a + b) cos(a+ b) cosacosb —sinasinb

cosacosb(tana+tanb)  tana+tanb

cosacosb(l—tanatanbh) 1 —tanatanb
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Interprétation géométrique

» T
Jo M)
sint IT = tan(t)
t
M(r)
O cost I
M(37/2)
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6 Limites

6.1 Notion de limite

On considere une fonction f : D — R; nous allons voir ce que signifie
limy_, f(x) = I. Ici, a peut &tre un nombre réel, ou +o0o, ou —oco. De méme
pour /.

a) On suppose d'abord que a est un nombre réel, qui appartient a D, ou qui est
une borne d'intervalle inclus dans D.

Soit / € R. On dit que  admet / pour limite en a (notation : lim,_,, f(x) = /),
ou que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers a, si“f(x) devient aussi proche qu’on
veut de / dés que x est suffisamment proche de a". Plus précisément :

limy_,, f(x) =/ si, pour tout réel e > 0, il existe un réel n > 0 tel que

Vx €la—mn,a+n[ND, |f(x)—1I] <e.
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Exemple. Soit a € [0, +oo[; limy—a /X = 1/a.

va+ e

Va—e

a—n a a+n
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On dit que f(x) tend vers +o0 lorsque x tend vers a (notation :
limy_,, f(x) = +00) si “f(x) devient aussi grand qu'on veut dés que x est
suffisamment proche de a". Plus précisément :

limy—, f(x) = 400 si, pour tout A € R, il existe un réel n > 0 tel que

Vx €la—n,a+n[ND, f(x)>A.

Exemple.

|imx_>0 ) = +4-00.
X
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On a de méme la définition suivante de lim,_,, f(x) = —o0 :

On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a (notation :

limy_,, f(x) = —o0) si “f(x) devient aussi petit qu'on veut (dans le sens ou
—f(x) devient aussi grand qu'on veut) dés que x est suffisamment proche de a”.
Plus précisément :

limy—,, f(x) = 400 si, pour tout A € R_, il existe un réel n > 0 tel que

Vx €la—n,a+n[ND, f(x)<A.

Exemple. lim,_,0 —1/x*> = —c0

Remarque. Une fonction f peut ne pas avoir de limite en a. Si cette limite existe,
elle est unique.
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b) Limite a droite, limite a gauche en un réel a.

Soit / € R. On dit que f admet / pour limite a droite en a (notation :
liMy—ax>af(x) =1, oulimy_,, f(x)=1), ou que f(x) tend vers / lorsque x tend
vers a a droite, si“f(x) devient aussi proche qu'on veut de / dés que x > a et x
est suffisamment proche de a”. Plus précisément :

limx—ax>a f(x) = I si, pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que

Vx €la,a+n[ND, |f(x)—1I| <e.

Soit / € R. On dit que f admet / pour limite a gauche en a (notation :
liMy—sax<af(x) =1, oulimy_,, f(x)=1), ou que f(x) tend vers [ lorsque x
tend vers a & gauche, si“f(x) devient aussi proche qu'on veut de / dés que x < a
et x est suffisamment proche de a". Plus précisément :

limy— 2 x<a f(x) = I si, pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que

Vx €la—mn,a[ND, |f(x)—1I <e.
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On définit de maniere analogue : limy,_,, x>, f(x) = +00,

|imx—>a,x<a f(X) = +00, |imx—>a,x>a f(X) = —0Q, |imx—>a,x<a f(X) = —00.
Exemple. On a limy_0 x>01/x = 400, limyx_0x<0 1/x = —00.

Remarque. limx_., f(x) = [ est équivalent a : limx_sax>a f(X) =1 et limx_ax<a f(x) =1 et (si
aeD)f(a)=1.

c) Limite en +00 ou en —oo.

Si D (ensemble de définition de f) contient un intervalle de la forme ¢, +oo]
(resp. | — o0, ¢[), alors on peut s'intéresser au comportement de f(x) lorsque x
tend vers 400 (resp. —o0)

Soit / € R. On dit que f admet / pour limite en 400 (notation :

limy— 100 f(x) = 1), ou que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers +o00, si‘“f(x)
devient aussi proche qu'on veut de / dés que x est suffisamment grand”. Plus
précisément :

limy— o0 f(x) = I si, pour tout réel € > 0, il existe B € R tel que

Vx €]B,+oo[ND, |f(x)—1] <e.
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Exemple. limy_, 1o 1/x = 0.
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On définit de maniére analogue lim,_,_o f(x) =/, ainsi que
limy— £00 F(X) = £oo. Par exemple :

On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers +o0o (notation :
limy— 400 F(Xx) = 400) si : pour tout A € Ry, il existe B € R tel que

Vx €]B,+oo[ND, f(x)> A

On dit que f(x) tend vers —co lorsque x tend vers oo (notation :
limy— 400 F(x) = —00) si : pour tout A € R_, il existe B € R tel que

Vx €]B,+o[ND, f(x) < A

Exemples. limy oo 1/x =0 ; limy_ 100 X% = limy_ oo X2 = 400 ;
limy s 400 X3 = 400 ; limy_, oo X3 = —00; limy_ o0 v/X = +00.

Remarque. Les fonctions cosinus et sinus n'ont pas de limite en +00, ni en —oc.
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lllustration de : limy_y o0 v/X = +00.

<
I
5
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6.2 Regles de calcul

Dans la pratique, on utilise rarement la définition de limite pour prouver qu'une fonction a une
limite en un point donné. On connait les limites de fonctions usuelles et pour les autres
fonctions il suffit souvent d’appliquer des regles de calcul.

Dans cette partie, a peut désigner un nombre réel, +00 ou —o0.

a) Limite d'une somme de fonctions. On suppose que les fonctions f; et f; ont

une limite (réelle ou infinie) en a. Le tableau suivant donne, dans certains cas, la
limite de la fonction somme f; + f.

limea A(x) | limx_a B(x) || limesa(A(x) + H(x))
L eR LeR h+b
heR +00 +00
heR —00 —00
+oo +o0o +00
+o00 —00 Fl
—00 —00 —00

Fl signifie : “forme indéterminée” :
la limite éventuelle de la somme.
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b) Limite d'un produit de fonctions.

liMea A(X) | Msss (X)) [ masa(A()H(x))
heR heR hb
h e Ry +00 +00
h e Ry —00 —00
h e R* +o00 —00
h € R* —00 +o0o
0 +oo Fl
+o0o “+o0o +00
“+00 —00 —00
—00 —00 +00

limy_af(x) | limesacf(x)
leR cl

+oosic>0

o0 —ocosic<0

s —o0osic>0

+oosic<0
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d) Limite de 1/f. On utilise ici la notation suivante : lim,_,, f(x) = 04 (resp.
0_) lorsque limy_,, f(x) = 0 et f(x) > 0 (resp. f(x) < 0) pour tout x
suffisamment proche de a (si a € R) ou suffisamment grand (si a = +00) ou
suffisamment petit (si a = —o0)

. . 1
limy—a F(x) | limy_s %
1
| € R* 7
0+ +OC
0_ —0
+o00 0
Remarques.

@ Les regles précédentes restent valides lorsqu’on considere la limite a droite
ou a gauche en un réel a.

@ On peut déduire des régles précédentes celles concernant un quotient f;/f;
de fonctions, en écrivant que f;/f est le produit de f; et de 1/f. Par
exemple, si lim,_,, fi(x) =/ (avec | € R) et limy_,, f(x) = —o0, alors
limx— 2 f(x)/f2(x) = 0 (car limy_,1/H(x) = 0).
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e) Limite d'une composée de fonctions. Tout comme a, b désigne ici un réel, ou
400, ou —oo. De méme pour /. La regle est la suivante.

Silimy_,f(x) =betlim,_pg(y) =1, alors lime_,,gof(x) =1

Si f(x) tend vers b lorsque x tend vers a et g(y) tend vers / lorsque y tend vers
b, alors g(f(x)) tend vers [ lorsque x tend vers a.

Exemple. On pose f(x) = y/(x +2)( + 3).

Que se passe-t-il lorsque x tend vers +00? x + 2 tend alors vers +0o et, comme
limy— 400 £ =0,  + 3 tend vers 3. Donc le produit (x + 2)(% + 3) tend vers
+00. Or, lorsque y tend vers +o0, /y tend vers +o00. On a donc

liMy— 400 F(Xx) = +00.
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6.3 Comparaison de fonctions et limites

a) f, g et h désignent des fonctions définies sur D et a désigne un réel ou +0oo ou
—00. On a le résultat suivant.

Théoreme des gendarmes. On suppose que
(1) Vx € D, f(x) < g(x) < h(x).

Si f et h admettent en a une méme limite réelle /, alors on a également
limy—a.g(x) = 1.

Si a € R, il suffit que I'inégalité (1) soit vérifiée quel que soit

x € DN]a —n,a+ n[ ( pour un certain réel n > 0) pour que la conclusion soit
valide. Si a = 400 (resp. —o0), il suffit que I'inégalité (1) soit vérifiée quel que
soit x € DN]A, +oo[ (resp. DN] — oo, A[), pour un certain A € R.
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I . sinx, ... .
Exemple. On considére la fonction (x — ——), définie sur R*. On sait que pour
X

1 sin x 1

tout réel x, —1 <sinx < 1. Donc Vx €]0, +oo[, —— < <=
1 1 X X X
Orlimy,10o —— = lim — = 0. D’aprés le théoreme des gendarmes,
X X—>+00 X
) sin x
My 100 =0.
X
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b) On considere deux fonctions f et g définies sur D.
Théoréme. On suppose que
(2) x €D, f(x) < g(x).

i) Si limy_,, f(x) = 400, alors lim,_,, g(x) = +o0 ;

i) Si limy—,, g(x) = —o0, alors limy_,, f(x) = —c0.

Comme pour le théoreme précédent, il suffit que 'inégalité (2) soit vérifiée au
voisinage de a.

Exemple. Etudions le comportement en +oo de la fonction 7 : x v (2 + cos x)x°.
Ona VxeR, cosx > —1,donc VxR, 2+ cosx > 1. On en déduit :

Vx € [0, +oo[, f(x) > x>.

Or limy_, ;oo x> = 400 donc, d'apres le théoréme précédent,
liMy 400 F(Xx) = +00.
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6.4 Exemples de calculs de limites

a) Limite en 400 ou —oo d'une fonction polynomiale. On considére une fonction
polynomiale P de degré n > 1 :

P(x)=ap+aix+...+a,x", aveca,#0.

ap—1 al ao
Vx € R*, P(x) =x"R(x), avec R(x)=a,+ . +”'+X”*1 ek
Ona limy too R(x)=a, et
. . 400 si n est pair
lim x"=+c0 , lim x" = ) p )
X—rt+o00 X——00 —00 Sl n est impair
On en déduit :
@ cas ol n est pair. limy_, 400 P(x) =400 sia, >0; limy1o P(x) = —o0si
a, <0.
@ cas ol n est impair. limy_ o0 P(x) = 400 et limy__ oo P(x) = —0c0 si
ap >0 limy 400 P(x) = —00 et limy_,_ oo P(x) = +00 si a, < 0.
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b) Limite en 400 ou —oo d'une fonction rationnelle. On considére une fonction
, P(x , . .
rationnelle (x — F(x) = QE%) P et Q étant des fonctions polynomiales de
X
degrés respectifs n et m, de termes de plus haut degrés a,x"” et b,,x™. En
mettant, comme en a), x" et x™ en facteur dans P(x) et Q(x) on trouve
F() = R im R(x) =
= — avec  lim ==
X m X) AVEC x—!j:cx; X bm
Si n=mon a ainsi limy_, 1o, F(x) = a,/bmn. Si m > n, on obtient
limyx—+o00 F(x) = 0. Enfin, si n > m, les limites en +00 et —oo de F sont +00 ou
—o0 (selon le signe de a,/by, et, pour la limite en —oo, la parité de n — m).
—x%+2x3 4+ 4

EXemple. On pose F(X) = m On a
X> — Xc =X

XS(-1+ 3+ %) s “l+5+5

Vx e R*, F(x) = =X )
TR e T
On obtient : limy_, 1o F(x) = —00 et limy_,_ F(x) = 400.
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A retenir de ce qui précede.

@ La limite en 400 ou —oo d’une fonction polynomiale P est égale a la limite
de son terme de plus haut degré :

lim P(x) = lim  a,x"
x—+o00(—00) X—~+00(—00)

pour P(x) = apx"+ termes de degré < n, a, # 0.

@ La limite en +00 ou —oo du quotient de deux fonctions polynomiales P et
Q est égale a la limite du quotient de leurs termes de plus haut degré :

apx"

li = li
x~>+<l>2'(]foo) Q(X) x~>+:l>ngoo) [B)zgd™

pour P(x) = a,x"+ termes de degré < n, a, # 0 et Q(x) = b,x™+ termes
de degré < m, b, # 0.
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P(x)
Q(x)

c) Limite en un réel a d'une fonction rationnelle x — F(x) = lorsque

Q(a) = 0.

Lorsque Q(a) = 0, on factorise @ par une puissance de (x — a) pour obtenir
Q(x) = (x — a)PS(x), avec S(a) # 0. On fait de méme avec P dans le cas ol
P(a) = 0. Apres simplification éventuelle, on obtient

F(x):(x—a)my, avec me€ Z, R(a)#0, S(a) #0.

(x)

L’expression ci-dessus permet de déterminer le comportement de F(x) lorsque x
tend vers a. Par exemple, si m > 0, F a pour limite 0 en a.

4 3,2
. Xt +2x° + x
Exemple. Etudions le comportement de F(x) = ——— lorsque x tend
. , . X + X - 1
vers —1. lci le dénominateur s'annule pour x = —1. On a

x3—|—x2—x—1:(x+1)x2—(x+1):(x+1)(x2—1):(x—|—1)2(x—1).

D'autre part  x* +2x3 +x2 = (x® +2x + 1)x% = (x + 1)2x2.
2
Donc apres simplification F(x) = Xil ce qui permet de trouver que F admet
X —

pour limite —1/2 en —1.
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d) Limite d'une somme ou d'une différence ol intervient une racine carrée. On
veut étudier la limite éventuelle en 400 de f et g, avec

f(x)=vx+3—vx+1 et g(x)=vVx2+3x—x

Onalimy oo vx+3=Ilimy, o vVXx+1=+00, ce qui donne la forme
indéterminée “ 400 4+ (—o0)” pour la limite de f en +00. Cependant on va
transformer la formule qui définit f(x) de maniére & pouvoir calculer cette limite.
Pour cela, on multiplie et divise f(x) par sa quantité conjuguée v/x + 3+ v/x+1
et on exploite I'identité remarquable (a — b)(a+ b) = a®> — b%. On a

flx) = (\/X4—3—\/X—&-1)(\/x+3+\/x+1): (x+3) — (x +1)
(Vx+3+vVx+1) (Vx 3+ VxT 1)

2
(Vx+3+Vx+1)

On a limy400(vVXx 4+ 3+ vx+ 1) = 400 donc limy_, o F(x) = 0.
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Pour la limite de g en 400, on a aussi une forme indéterminée, et on utilise la
méme astuce.

(VX2 +3x = x)(Vx2 +3x +x) _ (x? 4 3x) — x

x) = —
&(x) VX2 +3x +x VX2 +3x +x
3x

Vx2 +3x+x

On met ensuite x en facteur dans v/x2 4+ 3x + x : pour x > 0,

\/x2—|—3X:\/X2(1—&—§):\/)?\/1—|—§:XUl—i—§
X X X

On obtient, pour x > 0,

3x 3
g(x) = = :
x(y/1+2+1) 1+3+1

Cette expression de g(x) pour x > 0 permet de trouver lim,_, . g(x) = 3/2.
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7 Notion de continuité

7.1 Continuité en un point

On consideére une fonction f : D — R et un point a € D ; la fonction f est dite
continue en a (ou continue au point a) si limy_,, f(x) = f(a).

Remarques.

@ Si deux fonctions f et g ont les mémes restrictions a un intervalle ouvert
contenant a, alors I'une est continue en a si et seulement si I'autre |'est.

@ On peut aussi dire que f est continue en a si limy_,, x<, f(x) = f(a) et
limx—ax>a f(x) = f(a). Cette caractérisation est utile lorsqu’on a une
fonction “définie par morceaux” .

@ Les exemples les plus usuels de fonctions non continues en a sont ceux de
fonctions “présentant un saut” en a (ce qui se voit bien sur la courbe
représentative).
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x+1six<l1

Exemple. Considérons la fonction f définie sur R par f(x) = 6— 9 six > 1
—2x sl x

f est discontinue en 1 : f(1) =2 et
limy1xs1 F(x) = lime 14516 — 2x =
4.

La courbe représentative de f présente

2/ un saut.
1
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Propriétés.

@ La somme de deux fonctions continues en a est continue en a. Plus
généralement, toute combinaison linéaire de fonctions continues en a est
continue en a.

@ La produit de deux fonctions continues en a est continu en a. Le quotient
f/g de deux fonctions f et g continues en a est continu en a si g(a) # 0.

@ On suppose que f est continue en a et que g est continue en b = f(a).
Alors g o f est continue en a.

7.2 Fonctions continues
Une fonction f : D — R est dite continue si elle est continue en tout point a € D

Remarque. Toutes les fonctions usuelles que nous avons vues ( fonctions
polynomiales, rationnelles, inverse, racine carrée , valeur absolue, cosinus, sinus,
tangente) et celles que nous verrons plus tard (arc cosinus, arc sinus, arc
tangente, logarithme népérien, exponentielle...) sont continues.
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Propriétés.

@ La somme de deux fonctions continues est une fonction continue. Plus
généralement, toute combinaison linéaire de fonctions continues est
continue.

@ Le produit de deux fonctions continues est une fonction continue. Si f et g
sont deux fonctions continues de domaine de définition D, la fonction
quotient /g est continue en tout point de son domaine de définition

D" = {x € D|g(x) # 0}.

@ Sif: D — R est continue et g : D' — R est continue, alors la fonction
composée g o f est continue en tout point de son domaine de définition
D" ={xe D|f(x) e D'}.
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7.3 Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction définie et continue sur [a, b], a valeurs dans R. Pour tout réel
u compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = u.

Exercice. On considére deux fonctions continues f, g : [a, b] — R. On suppose que f(a) < g(a)
et f(b) > g(b). Montrer (en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires) qu'il existe
c €]a, b| tel que f(c) = g(c).
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8 Fonctions réciproques

On considere une fonction f : D — R, et un ensemble D’ C R. On dit que f est
une bijection de D sur D’ si :

i) f prend ses valeurs dans D’ (c'est-a-dire f(x) € D’ pour tout x € D);

ii) Pour tout y € D’, I'équation f(x) = y, d'inconnue x, a une unique solution
dans D (c'est-a-dire que y a un unique antécédent par f).

Si f est une bijection de D sur D', on peut définir une fonction g : D’ — D de
cette maniére : pour y € D’, g(y) est I'unique antécédent de y par f (c'est-a-dire
I'unique solution de I'équation f(x) = y); g est alors une bijection de D’ sur D,
et est appelée la bijection réciproque de f. On a :

VyeD', f(g(y))=y et VxeD, g(f(x))=x.

On note g = f~%. On a aussi g~! = f (f est la bijection réciproque de g).
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Exemple. La fonction affine f : R — R définie par f(x) = 3x + 1 est une bijection

de R sur R : pour tout y € R, I'équation 3x + 1 = y a une unique solution dans
) — .. _1 x 1
R, c'est = — =. La bijection réciproque est f~* : x — 373

wl<
[T

8.2 Proposition

(a) Soit f: D — R une fonction strictement monotone. Alors f est une
bijection de D sur D’ = {f(x); x € D} , I'ensemble des valeurs prises par f.

(b) Soit f : (a, b) — R une fonction définie sur un intervalle | = (a, b) (qui peut
étre [a, b], [a, b, ]a, b] ou ]a, b[). On suppose que f est continue et
strictement croissante (resp. décroissante). Alors f est une bijection de
(a, b) sur J = f(I) = (lim, f,limp f) (resp. (limp £, lim, f)).

De plus la bijection réciproque f~1 : J — | est continue et strictement
croissante (resp. strictement décroissante).

Remarques. Si | est fermé en a, alors lim, f = f(a) et l'intervalle image J est
fermé en f(a). Si | est ouvert en a, 'intervalle J est ouvert en lim, f (I'existence
de cette limite, qui peut &tre infinie, est une conséquence de la monotonie de f).

De méme si | est fermé en b, alors limy, f = f(b) et l'intervalle image J est fermé
en f(b). Si | est ouvert en b, l'intervalle J est ouvert en limy f.
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Posons par exemple | = [a, b| et considérons f : [a, b[— R, continue et
strictement monotone.

Si f est strictement croissante, alors J = [c, d[, avec ¢ = f(a) et d = lim,_,, ().
X a b X c d
d b
f) | fx) |
c a
Tableau de variations de f. Tableau de variations de f~1.

Si f est strictement décroissante, alors J =|d, c], toujours avec ¢ = f(a) et
d = limy_p F(x).

X a b X d c
b
)|\ SO
d a
Tableau de variations de f. Tableau de variations de f~1.
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Relation entre les courbes représentatives de f et de f 1 dans un repere
orthonormé.

La courbe représentative de la bijection réciproque f~! est obtenue a partir de
celle de f par symétrie orthogonale par rapport a la droite D d'équation y = x.
Cette symétrie envoie le point M de coordonnées (x, y) sur le point N de
coordonnés (y, x).

2021-22 81/93
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8.3 Exemple 1

On considere la fonction f : [0, +oo[— R définie par f(x) = x?; f est continue et
strictement croissante,avec (0) = 0, limy— 400 f(x) = +00. f est donc une
bijection de [0, 4+-o0[ sur [0, +-00[. La bijection réciproque £~ est la fonction
racine carrée.

5k
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Plus généralement, supposons que n est un entier pair strictement positif. La
fonction f, : [0, +o00[— R définie par f,(x) = x" a les mémes propriétés
(continuité, croissance stricte, limites) que la restriction a [0, +o00[ de la fonction
carré. C'est aussi une bijection de [0, +o0[ sur [0, +oc[. La bijection réciproque
f—1 est appelée fonction racine n-itme. Pour x € [0, +oo], f, }(x) est noté /x,
ou x*/". On a, pour n pair et x € [0, +o0],

Vx=t < te[0,+o0] et t"=x.

Par exemple, comme 26 — 64, /64 = 641/6 = 2 : comme 3* = 81,
v/81 = 81Y/4 =3 ; /=81 n'est pas défini.

Propriétés. On rappelle que n est ici supposé pair; I'intervalle [0, +00[ est noté
R,.

@ Pour x € Ry, (v/x)" = x.
@ Pour x € R, x" € Ry et v/x" = |x]|.

@ Pour x,y € Ry, y/xy = y/xy/y; sideplus y >0, {/x/y = /x/y.
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8.4 Exemple 2

On considere la fonction cube g : R — R définie par g(x) = x3; g est continue et
strictement croissante,avec limy_, o g(x) = —00, limy_ 100 g(x) = +00; g est
donc une bijection de R sur R. La bijection réciproque g~!, définie sur R, est
appelée la fonction racine cubique; g~1(x) est noté /x, ou x'/3.

y==
3
2
1 y= vz
5 4 a3 2 1 1 2 3 4 5

-2

-3
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Plus généralement, supposons que n est un entier impair positif. La fonction

gn : R — R définie par g,(x) = x" a les mémes propriétés (continuité, croissance
stricte, limites) que la la fonction cube. C'est ainsi une bijection de R sur R. La
bijection réciproque g, ! est appelée fonction racine n-ieme. Pour x € R, g, (x)
est noté y/x, ou x*/". On a, pour n impair et x € R,

Ux=1t <= t"=x.
Par exemple, 3% = 27 donc V27 = 3 ; (—4)® = —1024 donc v/—1024 = —4.
Propriétés. On rappelle que n est ici supposé impair.
@ /x est du méme signe que x.

@ Pour tout x € R, (v/x)" = x.
@ Pour tout x € R, v/x" = x.

@ Pour x,y € R, y/xy = y/xy/y; sideplusy #0, {/x/y = /x//y.
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9 Fonctions circulaires réciproques

9.1 Fonctions arc sinus et arc cosinus

Fonction arc sinus. Considérons la restriction de la fonction sinus a l'intervalle
[-7/2,m/2]. Cette fonction est continue, strictement croissante, vaut —1 en
—m/2 et 1 en /2. D'apres la proposition de 8.2, c’est une bijection de
[-7/2,7/2] sur [-1,1].

X —n/2 72 La bijection réciproque est appelée arc
1 sinus, et est notée arcsin. La fonction
sin x /! arcsin est donc définie sur [-1,1], 3
—1 valeurs dans [—-7/2,7/2].

Tableau de variations de sin|[_x /2 x/2]-

te[-n/2,7/2]

Pour s € [-1,1],ona arcsins =t < < |
sint =s

Par exemple, sin(7/6) = 1/2 et 7/6 € [—7/2,7/2], donc arcsin(1/2) = 7 /6.

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Fonctions numériques. 2021-22 86 /93



/ Sur ce dessin, la courbe verte
représente la fonction Sin|[—x /2,7 /2] On

- a t; = arcsin(sy) et tp = arcsin(sy).

y=sinz

Propriétés.

@ Vx € [-1,1], sin(arcsinx) = x et Vx € [-7/2,7/2], arcsin(sinx) = x.

@ La fonction arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] est continue et strictement
croissante, avec arcsin(—1) = —7/2, arcsin(1l) = 7 /2.

@ La fonction arcsin est impaire.
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En rouge : la courbe représentative de arcsin. En bleu :

-m/2
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Fonction arc cosinus.

Considérons la restriction de la fonction cosinus a I'intervalle [0, 7r]. Cette
fonction est continue, strictement décroissante, vaut 1 en 0 et —1 en 7. D'apres
la proposition de 8.2, c'est une bijection de [0, 7] sur [-1,1].

X 0 m La bijection réciproque est appelée arc
1 cosinus, et est notée arccos. La
Cos x N\ fonction arccos est donc définie sur
-1 [—1,1], a valeurs dans [0, 7].

Tableau de variations de cos|[o x]-

t € [0,7]
cost=s
Exemple : cos(27/3) = —1/2 et 27/3 € [0, 7] donc arccos(—1/2) = 2x/3.

Pour s € [-1,1], on a arccoss =t <=

Propriétés.
@ Vx € [—1,1], cos(arccos x) = x et Vx € [0, 7], arccos(cosx) = x.

@ La fonction arccos : [—1,1] — [0, 7] est continue et strictement
décroissante, avec arccos(—1) = m, arccos(1) = 0.
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En rouge, la courbe représentative de arccos. En bleu, la courbe représentative de
COS‘[O’W].

-2 -1 0

-m/2
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et arccos.

121 0 [12 V3R]V 1]

Quelques valeurs particulieres de arcsin

| -1 [=v3/2] —v2/2]

| s
arcsins || —7/2| —7/3 | —7w/4 | —w/6 | O | w/6 | w/4 | ©w/3 | w/2
arccos s T 57/6 | 3w/4 | 2x/3 | w/2 | w/3 | w/4 | ©/6 0

= —cos ), montrer que

Exercice. En utilisant la formule cos(m — 8)

Vx € [-1,1], arccos(x) + arccos(—x) = .

En utilisant la formule sin(7/2 — ) = cos 6, montrer que

Vx € [-1,1], arcsin(x) + arccos(x) = /2.
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9.2 Fonction arc tangente

Considérons la restriction de la fonction tangente a l'intervalle | — 7/2, 7/2].
Cette fonction est continue, strictement croissante, tan x tend vers —oo lorsque x
tend vers —m/2 a droite, et vers +oco lorsque x tend vers /2 a gauche. D’apres
la proposition de 8.2, tan est une bijection de | — 7/2,7/2[ sur | — oo, +o0[= R.

X —n/2 w2 La bijection réciproque est appelée arc
+00 tangente, et est notée arctan. La
tan x = sin x/ cos x a fonction arctan est donc définie sur R,
— a valeurs dans | — w/2,7/2].

Tableau de variations de tanjj_ 2 /|-

tel—n/2,7/2|

Pour s € R, on a arctans =t <—
tant =s

Exemple. tan(m/4) = sin(m/4)/ cos(n/4) = 1, car sin(m/4) = cos(n/4) = V/2/2.
De plus /4 est dans l'intervalle | — 7/2, 7/2[. Donc arctan(1) = 7 /4.
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Propriétés.
@ Vx € R, tan(arctan x) = x et Vx €] —7/2,7/2[, arctan(tan x) = x.

@ La fonction arctan : R —] — w/2, /2] est continue et strictement croissante,
avec limy_, o arctanx = —7/2, limy_, o arctan x = /2.

@ La fonction arctan est impaire.

En rouge, la courbe s niz i
representatlve 5 y = arctan(z)
de arctan. En
bleu, celle de s 2 i 2 s 4
7
tan)—r/2,x/2[- /
/
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