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Exemple introductif : vitesse moyenne, vitesse instantanée. Considérons la
situation suivante : un véhicule se déplace sur une route rectiligne, représentée par
une droite du plan munie d'un repére (O, /), la distance entre O et | représentant
1km. On note M(t) le point de la droite qui représente la position du véhicule au
temps t (exprimé en heures), et y(t) son abscisse : on peut supposer que le
véhicule roule toujours dans le méme sens, et que y(t) croit avec t.

Notons Vmoy (t1, t2) la vitesse moyenne du véhicule entre les temps t; et t> (avec
t1 < tp). La distance parcourue par le véhicule entre les temps t; et t; est

y(t2) — y(t1), donc sa vitesse moyenne (exprimée en km/h) entre ces deux temps

est :

Ay  y(t)—y(t)
Vimoy (11, 12) = 10 = T L-f

La vitesse instantanée au temps tg, qu'on note Vvinst(to), est approximativement

la vitesse moyenne entre ty et ty + h pour une durée h tres petite. Plus
précisément, lorsque h tend vers 0, Vmoy(to, to + h) tend vers vins:(to) :

- y(to + h) — y(to)

Vinst(tO) = ’!lno Vmoy(tO-, to + h) = /1%0 .

En termes mathématiques, vins:(to) est le nombre dérivé de la fonction t — y(t)
en tp.
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1 Dérivée d'une fonction.

1.1 Pente (ou coefficient directeur) d'une droite (rappel)

On se place dans le plan muni d'un repere (O, Ol, OJ). On considére une droite D
non verticale (c'est-a-dire non paralléle a I'axe des ordonnées). Etant donnés deux

YB — YA

points distincts A(xa, ya) et B(xg, yg) de D, le quotient ne dépend pas
X

B — XA
du choix de A et B et est appelé coefficient directeur, ou pente de la droite D.

Une droite d'équation y = ax + b est
de pente a.

A:(-2.-2) s y=15z+1
B:(2.4)

A (-4,1)
B (2.-2)

Etant donné un point C(xc,yc), il
existe une unique droite de pente a
passant par C. Cette droite a pour
équation y = a(x — xc) + yc. %
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1.2 Taux de variation

On considere une fonction f définie sur un intervalle / de R. Etant donnés a, b
distincts appartenant a /, le taux de variation de f entre a et b est donné par la
formule

T¢(a, b) = % = %}i avec Ax =b—a, Af = f(b) — f(a)

Interprétation graphique. Notons Cr la
courbe qui représente f dans un repeére
(0, 0l,0J) et notons M, et My, les
points de Cr d'abscisses respectives a
et b. Alors T¢(a, b) est la pente de la
droite passant par les points M, et M,.
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Remarques
L Tf(a, b) = Tf(b, a).
@ f est croissante (resp. strictement croissante) sur / si et seulement si, pour
tous a, b € | avec a# b, T¢(a,b) > 0 (resp. T¢(a,b) > 0).
De méme f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur / si et

seulement si, pour tous a, b € | avec a # b, Tr(a,b) < 0 (resp.
Tr(a, b) < 0).

| A\

1.3 Nombre dérivé en un point

On considere une fonction f définie sur D, réunion d'intervalles de longueurs non
nulles, et on fixe un point ty de D.

Pour x € D, x # tg, on peut définir le taux de variation T¢(to, x) de f entre t; et
x. On s'intéresse a ce qui se passe lorsque x devient trés proche de t; : si le taux
de variation T¢(tp, x) admet une limite L € R lorsque x tend vers ty, on dit que la
fonction f est dérivable en ty; L est appelé nombre dérivé de f au point ty, et est

P (1)

té f'(to), ou ——
noté 1'(tp), ou ™

N,
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La notation ?(to) pour f’(tp) traduit le fait que f'(ty) peut étre considéré
comme le tau>)<<de variation de f associé a une variation “infiniment petite” de x
a partir de tp.

En posant x = ty + h, faire tendre x vers to revient a faire tendre h vers 0; f'(tp)
est donc égal a la limite (si elle existe et est finie) de T¢(tp, to + h) lorsque h tend
vers 0. On a

Te(to, to + h) = Lo TR = Flto) _ Flto+h) = fto)

(to+h)—to h
et donc ; . . i .
F(t) = fim ()= Ft0) _p Flloth) = Flto)
x=t X —ty h—0 h

Remarque. On a f(to + h) = f(to) + hT¢(to, to + h). Si f est dérivable en tp,
limp_so Tf(to, to + h) =L e R et donc limy_,g hTf7t0(h) =0,
limp_o f(to + h) = f(to) : si f est dérivable en ty, alors f est continue en to.
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Interprétation graphique.

On note Cr la courbe qui représente f

dans un repere (O, Ol, OJ). On note

M le point de Cr d’abscisse ty et N le

point de Cr d'abscisse ty + h. Lorsque 25
h devient trés petit, c'est-a-dire lorsque
le point N, se rapproche de M, la
droite (MN},) “tend” vers une droite D.
Cette droite D est appelée la tangente
a la courbe Cr au point M. |l s'agit de
I'unique droite passant par M et de
pente f’'(tp). D a pour équation :

!
Yy = f (to)(x - to) + f( to) D : droite tangente a C'y
L, , 05 o ! au point M
On peut considérer le nombre /(o) Son coefficient directeur
comme la pente de la courbe Cr au " =t S0
. 0
p0|nt M. 0 0’5 1 15 2
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1.4 Premiers exemples

a. Fonctions affines . On considére une fonction affine f : x — ax + b. Tous les
taux de variation de f sont égaux a a; f est donc dérivable en tout ty € R, et
f'(t) = a.

b. Fonction carré . Considérons la fonction g : x ~ x2, définie sur R. Pour

to € R, le taux de variation de g entre tg et ty + h est

(to+h)?—1t3  +2toh+h® —tZ  2toh+ h
h B h B h '

Tg(to, to + h) =

On obtient donc Tz (to, to + h) = 2tg + h. Lorsque h tend vers 0, T,(to, to + h)
tend vers 2ty. La fonction carré g est donc dérivable en tout point ¢y € R, et
g/(to) = 2to.

Exercice. Vérifier que la fonction cube k : x — x3 est dérivable en tout ty € R,
avec k'(to) = 3t3.
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1
c. Fonction inverse . On considére la fonction u : x — —, définie sur
X
R* =] — 00,0[U]0, +00[. Pour tg € R* et h # 0 assez proche de 0, to + h € R*, et

to(to+h) — to(to+ h)

1 1 1 1 ty—(to+h 1
Tu(foafoJrh):E(m*%):EX o= {fo + /)

On trouve ainsi limp_o Ty(to, to + h) = : u est dérivable et tout point

_?g .
to € R* et U/(to) = —1/tg.

d. Fonction racine carré. On considere la fonction v : x — /x, définie sur
[0, +o0].

ler cas: to = 0. T,(0, h) n'est défini que si h > 0, et

—v(O):@: Vvh 1

_ v(h)
Tv(ovh) - T h (ﬂ)2 = \/E .

Lorsque h tend vers 0, v/h tend vers 0 (en restant positif), et donc
limp—o Ty (0, h) = 4+00. La fonction v n'est donc pas dérivable en 0.
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2-ieme cas : ty > 0. On trouve

Vo (o BT /)
h(vto + h+ /to) '

et (Vto +h— /o) (vVto + h+ V) 1(x/to+h)2—(\/5)2:(to+h)—to:h.

ce qui donne T, (ty,to + h) =

T,(to, to + h) =

Vio+h +\/>
1
Ainsi limp_o T,(to, to + h) = NS La fonction v est donc dérivable en tout
1
tp €0, cet V() = ——.
0 ] +OO[ € V( 0) 2\/5
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1.5 Fonction dérivée

Soit f une fonction de domaine de définition D, ou D est une réunion
d'intervalles de longueurs non nulles. Le domaine de dérivabilité D’ de f est
I’ensemble des points t € D en lesquels f est dérivable.

La fonction dérivée f’ : D’ — R associe a tout t € D’ le nombre dérivé de f en t.

Exemples. Dans le tableau ci-dessous, D désigne le domaine de définition de la
fonction et D’ son domaine de dérivabilité.

D Expression D’ Dérivée
Affine R f(x)=ax+b | R f'(x)=a
Carré R f(x) = x? R f'(x) = 2x
Inverse R* f(x)=1/x R* f(x) = —1/x?
Racine carrée [0, +o0[ | f(x)=+x 10, +o0[ | f'(x) =1/(2V/x)
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Exercice. On considere la fonction w : x — |x|, définie sur R. Justifier que w est
dérivable en tout point de R*, avec w/(x) =1si x >0, et w/(x) = —1si x < 0.

Vérifier que

h) — w(0
jim WO gy W) (O
h—0, h h—0_ h

Le taux de variation T, (0, h) de w entre 0 et h n'admet donc pas de limite
lorsque h tend vers 0 : la fonction valeur absolue w n'est pas dérivable en 0.

Sens de variation et signe de la dérivée. Supposons que f est une fonction
croissante (resp. décroissante) sur un intervalle /. Alors tous les taux de variation
de f entre deux points de / sont positifs ou nuls (resp. négatifs ou nuls). On peut
en déduire le résultat suivant.

Proposition Si la fonction f : D — R est croissante (resp. décroissante) sur un
intervalle | C D et dérivable en tout point de /, alors f'(t) > 0 (resp. '(t) <0)
pour tout t € /.
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1.6 Dérivées des fonctions cosinus et sinus

On admet ici (voir I'exercice 2, TD2, ol ceci est montré par un argument
géométrique) que
sin h cosh—1
lim — =1 ot im —— =0, 1
hL‘O h ( thO h (1)
ce qui se traduit par : les fonctions sinus et cosinus sont dérivables en 0, et
sin’(0) = 1, cos’(0) = 0.

Etudions la dérivabilité de sinus et cosinus en un point a € R quelconque. En
utilisant les formules donnant le sinus et le cosinus d’'une somme,

Tsin(a,a+h):S|n(a+ )—sina _ sinacosh+cosasinh—sina
h h
. cosh—1 sin h
= sina——— ;
h
cos(a+ h) —cosa cosacosh —sinasinh — cosa
Tcos(a7 a+ h) = ( h) — ;
cosh—1 . sinh
= cosa——— —sina
h h
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Donc, en utilisant (1),

lim Tgn(a,a+ h) =sinax 0+ cosax 1=cosa
h—0

Ainsi la fonction sinus est dérivable en a, et sin’(a) = cos a.
Toujours en utilisant (1),

lim Teos(a,a+ h) =cosax 0—sinax1l=—sina
h—0
Ainsi la fonction cosinus est dérivable en a, et cos'(a) = —sin a.

Conclusion : les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et

sin’ = cos : cos’ = —sin .

2022-23 14 /87
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2 Dérivation et opérations sur les fonctions

2.1 Dérivée d'une somme ou d'une combinaison linéaire de fonctions.

On a les formules (f + g)’ = f' + g/, et, pour ¢, , . . ., ¢, constantes réelles,
(afh +abh+...+cfn) =afl + af) +...4 cof,.

Plus précisément :

i) On suppose que la fonction f est dérivable en t. Alors, pour toute constante
réelle ¢, la fonction cf est dérivable en t, et (cf)'(t) = cf'(t).

Par exemple, (—f)'(t) = —f'(t), (V2f)'(t) = V2f'(¢), ...

ii) On suppose que les fonctions f et g sont toutes deux dérivables en t. Alors la
fonction f + g est dérivable en t et (f + g)'(t) = f'(t) + g'(¢).

i) On suppose que les fonctions fi, ..., f, sont toutes dérivables en t. Alors pour
toutes constantes réelles ci, ..., c,, la fonction ¢1f + ...+ c,f, est dérivable en t
et (ah +...+cfn)(t) = afl(t)+ ...+ cfl(t).

Par exemple, (3f; — 2, + 0,5f)'(t) = 3f/(t) — 2f;(t) + 0,56 (t).
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Exemple. Considérons la fonction f : x — 2sinx — 5¢/x + x2 + 3x + 2, définie sur

[0, +oc[; f est dérivable sur |0, +oo[, et '(x) = 2cosx — 7 +2x+ 3.
2y/x

2.2 Dérivée d'un produit de fonctions.

a) On a la formule (fg)' =f'g+ fg’.

Plus précisément :

On suppose que les fonctions f et g sont toutes deux dérivables en t. Alors la
fonction fg est dérivable en t et

(fe)'(t) = '(t)g(t) + f(£)g'(t). ()

Exemple. Soit 1 : x — /x(cosx —sinx); f = uv, avec u(x) = /x et
v = cos —sin. D'apres (2), f est dérivable sur |0, 400 et pour x > 0,

(cos x — sin x) + v/x(—sin x — cos x).

f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x) = ﬁ
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Idée de la preuve de (2). On a

f(t+ h)g(t+ h)—f(t)g(t)
h
f(t+ h)g(t+ h)—f(t)g(t+ h)+ f(t)g(t+ h) — f(t)g(t)
h

Te(t,t+h) =

_ f(t+h2— f(t)g(t+h)+f(t)g(t+h/)7_g(t)

= Te(t,t+h)g(t+h)+1(t)Tg(t,t+h).

Lorsque h tend 0, T¢(t,t + h) et T,(t,t+ h) tendent respectivement vers f'(t)
et g'(t) (car f et g sont dérivables en t), et g(t + h) tend vers g(t) (car g est
continue en t).

Donc limp_o Te(t, t + h) = '(t)g(t) + f(t)g’(t), ce qui prouve que fg est
dérivable en t et donne (2).
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En appliquant la formule (2) aux produits de trois fonctions fgh = (fg)h, on
obtient (fgh)’ = f'gh + fg’'h + fgh'. Plus généralement, pour n > 2 quelconque :

On suppose que les fonctions fi, f,, .. . f, sont toutes dérivables en t. Alors la
fonction fif> ... f, est dérivable en t et

(Afh...K)'(t) = F®)h(t)...H(t)+ A(E)6(t)... fH(t)
+ o A(E) . (D))

b) Dérivée de x — f(x)". En considérant le cas ou toutes les fonction f; sont
égales dans la formule précédente, on trouve :

Soit un entier n > 2. Si la fonction f est dérivable en t, alors la fonction
u:x — f(x)" est dérivable en t et

u'(t) = (F7)'(t) = nf(£)"F'(t) . (3)
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Exemple. Considérons la fonction v : x — (x2 + 1)5, définie sur R. On a u = f?,
avec f(x) = x? + 1. La fonction f est dérivable sur R donc il en est de méme de
u, et pour tout x € R, 1/(x) = 5f(x)*f'(x) = 5(x? + 1)*(2x) = 10(x? + 1)*x.

c) Application : dérivation d’'une fonction polynomiale. En appliquant la formule
(3) a la fonction identité f = id : x — x, on trouve que la dérivée de la fonction
u: x+— x" est la fonction v’ : x — nx"~1. On en déduit :

Soit P une fonction polynomiale, définie sur R par
P(x) = a,x" 4+ a,_1x" "1 + ...+ a;x + ag. La fonction P est dérivable sur R et
pour tout x € R,

P'(x) = napx™ '+ (n—1Da,_1x" 2 +...+ar.

Si P est de degré n > 1, alors P’ est de degré n — 1.

Exemple. Posons P(x) = 3x®> — v2x* + x® — (2/3)x* + x —3. On a
P'(x) = 15x% — 4y/2x3 4+ 3x2 — (4/3)x + 1.
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2.3 Dérivation d'un quotient de fonctions

a) On a la formule suivante : (1/f) = —f'/f2. Plus précisément :

On suppose que la fonction f est dérivable en t et f(t) # 0. Alors la fonction

u: x — —— est dérivable en t et

f(x)

Exemples. i) On considére la fonction v : x — Ona u=4/f, avec

x24+1°
f(x) = x*> 4+ 1. La fonction f est dérivable sur R et ne s’annule en aucun point.
Donc u est dérivable sur R et d'apres la formule (4),

, f(x 2x 8x
() =4 (- f(i)b BTN PN} i (N
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ii) Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction v : x — —, définie

X
sur R* : onav=1/g, ol g est définie sur R par g(x) = x". La fonction g est
dérivable sur R. Donc v est dérivable en tout point de R*, et
o _EC)
o g(X)2 - x2n xntl”

Idée de la preuve de (4). f(t) # 0 par hypothése, donc pour h # 0 assez proche
0, f(t + h) # 0 (par la continuité de f en t), et

1 1\ At h)— ()
~R5) = e )

1
Tu(t,t+h)=Ty(t,t+h) = E(

f(t+h) f(t)
Te(t, t+ h)
f(t+ h)f(t)’

Lorsque h tend vers 0, T¢(t,t + h) tend vers f'(t) et f(t + h) tend vers f(t),
donc T,(t,t+ h) tend vers —f(t)/f(t)?. On obtient ainsi (4).
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b) Comme le quotient de fonctions /g est le produit des fonctions f et 1/g, (2)
et (4) permettent d’obtenir la formule de dérivation de f/g :
(f/g) = (f'g — fg')/g?. Plus précisément :

Si les fonctions f et g sont toutes deux dérivables en t et g(t) # 0, alors la

f(x)

fonction v : x — ——= est dérivable en t, et

g(x)

Exemple. On considére la fonction rationnelle u définie sur D = R\{2} par

2
+ 1
u(x) = % Onau=f/gavec f(x) =x*+x+1, g(x) = x — 2. Les

fonctions f et g sont toutes deux dérivables en tout point de D et g ne s'annule
en aucun point de D, donc u est dérivable en tout point de D, et
oo — P80 ~ R | (2t 1)(x—2) (@4 x+1)
g(x)? (x—2)2
x? —4x—3
(x— 27
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.y . . . . sin
c) Dérivée de la fonction tan. En appliquant (5) a la fonction tan = —, on

cos
trouve que tan est dérivable en tout point de D := R\{Z + km; k € Z} et
sin’(x) cos x —sinxcos’(x)  (cosx)? + (sin x)? 1

t / — = == .
an'(x) (cos x)? (cos x)? cos? x

On a aussi tan’(x) =1+ (tanx).
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3 Dérivation d'une composée et d'une bijection réciproque

3.1 Dérivée d'une composée

Proposition. On considére deux fonctions f : D — Eet g: E - R, ou D et E
sont des réunions d'intervalles de longueurs non nulles. Si f est dérivable en un
point t € D et g est dérivable en s = f(t), alors g o f est dérivable en t et

(g0 f)(t) =g (F(£))f'(t).

Pour appliquer cette regle, une partie du travail consiste a identifier les deux
fonctions f et g que I'on compose.
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Premiers exemples. On va retrouver des régles de dérivation déja connues en
utilisant la proposition ci-dessus.

@ Soit f : D — R une fonction dérivable et soit n € N*. On définit la fonction
h:D — R par h(x) = [f(x)]". On remarque que h=gof, ou g:R—R
est définie par g(x) = x". On sait que g est dérivable, et g’(x) = nx"~1. En
appliquant la proposition, on trouve que h est dérivable, avec

Vx € D, H(x) = g'(f(x))f'(x) = nl[f(x)]" " f'(x).

@ Soit f : D — R une fonction dérivable. On pose E = {x € D |f(x) # 0} et
1

on définit h: E — R par h(x) = o)

g : R* — R est définie par g(x) = 1/x; g est dérivable, et g’(x) = —1/x2.

En appliquant la proposition, on trouve que h est dérivable en tout point de
E, et

. On remarque que h = g o fig, ol

Vx € E, H(x)=g'(f(x))f'(x) = —
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Autres exemples.

@ On considére une fonction v : D — R, dérivable en tout point de D et on
définit la fonction v sur D par v(x) = \/u(x). Onav =gou, ol g estla
fonction racine carrée; g est dérivable sur ]0, +oo[, avec g’(x) = 1/(2v/).
On peut dire d'apres la proposition que v est d'erivable en ¢ si u(t) > 0, et

Par exemple, la fonction h: x — /1 + x2 est dérivable sur R, et

h/( ) 2x X
X) = = )
2vx2+1  Vx2+1

@ Considérons la fonction h: x ~ sin(x?). On a h=sinof, ol f : x — x? est
la fonction carré. On obtient

Vx € R, K (x) =sin’(f(x))f'(x) = cos(x?)(2x) = 2x cos(x?)
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. . X R
@ On considere la fonction h : x — tan ( 2) On a h=tanof, ol f est la

2
1+x2
fonction définie sur R par f(x) = % On a, pour tout x € R,
—1 < f(x) <1 (pourquoi?) . En particulier, f(x) €] — 7/2,7/2[, et
tan(f(x)) est bien défini. La fonction f est dérivable sur R, et
2(1 + x?) — (2x)(2x) 2 —2x2

Fii) = (1+x2)2 e

La fonction tan est dérivable sur | — 7/2, /2|, avec tan’(x) = 1 + (tan x)?.

Donc h est dérivable sur R, et

W (x) = tan' (F())F (x) = (1 +tan? ( ixx2)) (i ;iﬁ; .
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3.2 Dérivée d'une bijection réciproque

a) Proposition. Soit f : | — J une bijection continue et strictement monotone, ou
| et J sont deux intervalles de R.
i) On suppose que f est dérivable en un certain t € | et que f'(t) # 0. Alors la
bijection réciproque f=1 : J — | est dérivable en s = f(t), et
1 1

F1Y(s) = = : 6

=7 = ) 2
ii) Par conséquent, si f est dérivable sur /, alors f~1 est dérivable en tous les
points s € J tels que f'(f~1(s)) # 0.

Remarque. Voici un moyen de retrouver la formule (6). On a

Vx € J, (fof ) (x) =x. DoncVx € J, (fof')(x)=1. Sion suppose f~!
dérivable en s et f dérivable en t = f~1(s), on peut appliquer la formule qui
donne la dérivée d'une fonction composée, et on obtient

PN () = (Fo f 1Y (s) =1.

1

Dot (f~1)(s) = )
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b) Application 1 : dérivée de la fonction racine n-ieme.

@ Supposons d'abord que n est un entier impair supérieur ou égal a 3. Nous
avons vu que la fonction f, : x — x" est une bijection de R sur R : la
bijection réciproque f, 1 = /" est la fonction racine n-ieme. La fonction f,
est dérivable, et f/(x) = nx"~1; la fonction f! ne s'annule donc qu’en 0. Si
x#0, f,71(x) # 0, et donc £,(f,1(x)) # 0. On en déduit que la fonction
f—1 est dérivable en tout x € R*, et

(n impair) Vx € R*, (/) (x) = (f 1 (x) = =

1
(\V)/(X) = W

Par exemple, Vx € R* |

@ Supposons a présent que n est un entier pair supérieur ou égal a 2. Nous
avons vu que la fonction f, : x — x" est une bijection de [0, 400 sur
[0, +00[ .De la méme maniére que dans le cas ol n est impair, on trouve que
f, 1 = g/ est dérivable en tout x €]0, +oof, et

(n pair) Vx €]0, +oo], (\/)/(X) = (fnil)/(x) = T on—1
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Pour n = 2, on retrouve la formule qui donne la dérivée de la fonction racine

carrée.

Dans les deux cas (n impair et n pair), on a |'expression suivante pour la dérivée
. 1

de la fonction x — /x = x7.

1y — 1 WX _\”/>7<_}X%71
(fn )()7,7({/;()"71*”(\7;)”—”)(*” .

c) Application 2 : dérivées des fonctions circulaires réciproques.

On a vu que la fonction sin est une bijection de [—7/2,7/2] sur [—1,1] et est
dérivable, avec sin’(x) = cosx : sin’(x) # 0 si x €] — 7/2,7/2[. La bijection
réciproque arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] est donc dérivable en x si
arcsin(x) €] — w/2,m/2[, c'est-a-dire si x €] — 1,1[. On a
1 1 1
Vx €] — 1,1], arcsin’(x) = = —

sin’(arcsin(x))  cos(arcsin(x)) 1 —x2 '
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De méme, cos est une bijection de [0, ] sur [—1, 1] et est dérivable, avec
cos’(x) = —sinx # 0 si x €]0,7[. On en déduit que la bijection réciproque
arccos : [—1,1] — [0, 7] est dérivable en x si x €] — 1, 1], et

1 1 1
Vx €] — 1,1], arccos'(x) = = =—

cos'(arccos(x))  sin(arccos(x)) V1—x2'

Exercice. Montrer les formules cos(arcsin x) = /1 — x? et
sin(arccos x) = v/1 — x2, qu’on a utilisées dans ce qui précede.

On a vu que tan est une bijection de | — m/2, 7/2[ sur R et est dérivable, avec

Vx €] —7/2,7/2[, tan’(x) = =1+ (tanx)? # 0. Comme tan’ ne

cos? x

s'annule nulle part, la bijection réciproque arctan : R —] — 7/2, 7/2[ est dérivable

en tout point de R et

1 1 1
 tan’(arctan(x)) 1+ [tan(arctan(x))]2 1+4x2°

Vx € R, arctan’(x)
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4 Applications de la dérivation

4.1 Signe de la dérivée et sens de variation

a) On a vu que lorsqu’une fonction f est croissante (respectivement décroissante)
sur un intervalle /, ses taux de variation sont positifs (resp. négatifs), ce qui
implique que la dérivée de f est positive (resp. négative) en tout point de /.

b) Réciproquement, on a les propriétés suivantes :

Proposition. Soit f : | — R, ou [/ est un intervalle. On suppose f dérivable.
i) Si f'(x) > 0 pour tout x € /, alors f est croissante sur |'intervalle /.

ii) Si f’(x) > 0 pour tout x € | (sauf éventuellement en un nombre fini de
points), alors f est strictement croissante sur |'intervalle /.

iii) Si f'(x) <0 pour tout x € /, alors f est décroissante sur 'intervalle /.

iv) Si f’(x) < 0 pour tout x € / (sauf éventuellement en un nombre fini de
points), alors f est strictement décroissante sur |'intervalle /.
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Proposition. Soit f : | — R, ot / est un intervalle. On suppose f dérivable. J

Si f'(x) = 0 pour tout x € /, alors f est constante sur |'intervalle /.

Remarque importante. Dans les résultats précédents, le fait que / soit un
intervalle est une hypothese essentielle. Considérons par exemple la fonction

H :R* — R, définie par : H(x) =0 si x €] — 00,0[ et H(x) =1 si x €]0, +o0].
Cette fonction est dérivable en tout point de R*, et Vx € R*, H'(x) = 0.
Cependant H n'est pas constante ( H(1) # H(—1)). Ce sont la restriction de H a
I'intervalle ] — oo, 0[ et la restriction de H a l'intervalle |0, +o00[ qui sont des
fonctions constantes.

Corollaire. Soit / un intervalle de R et f, g : | — R deux fonctions dérivables. Si
f' = g’, alors il existe une constante réelle C telle que Vx € I, g(x) = f(x) + C.J
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4.2 Application a I'étude des variations d'une fonction

On peut étudier les variations d'une fonction en étudiant le signe de sa dérivée ' :
f est croissante sur tout intervalle sur lequel ' ne prend que des valeurs positives,
décroissante sur tout intervalle sur lequel ' ne prend que des valeurs négatives.

Supposons par exemple que f est définie et dérivable sur R, que f/(x) < 0 si
x €] — o0, a, f'(a) =0, f'(x) >0six €la, b, f'(b) =0et f'(x) <0si
x €]b, +oo[. On obtient alors le tableau de variations suivant pour f :

« | a b +00
f'(x) - 0 + 0 -
f(b)
f(x)
f(a)
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1
Exemple. Considérons la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(x) = x + —. On a
X

1 x*—1 (x—=1)(x+1)
x2 X2 x2

Onaf’(1)=0, f'(x) <0six€]0,1] et f'(x) > 0si x €]1,+o0[ : la fonction f
est décroissante sur ]0, 1] et croissante sur [1, +ool.
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4.3 Recherche d'extrema

Lorsqu’on veut résoudre un probléme d'optimisation (voir par exemple certains
exercices des TD2), on peut &tre amené a rechercher le maximum ou le minimum
d'une fonction définie sur un intervalle. Nous allons voir que le calcul différentiel
permet de restreindre I'ensemble des points ol une fonction peut atteindre son
maximum ou son minimum.

i)Soit f : I - R, ty € . On dit que f atteint son maximum global en t; si toutes
les valeurs prises par f sont inférieures ou égales a f(tp), c'est-a-dire :

Vx € I, f(x) < f(ty); on dit alors que le maximum global de f vaut f(t) et que
to est un maximiseur (global) de f.

i) Soit f : | = R, tp € I. On dit que f atteint un maximum local en t; s'il existe
un intervalle ouvert J contenant ty tel que Vx € I NJ, f(x) < f(ty); ce
maximum local vaut alors f(tp) et on dit que ty est un maximiseur local de f.

Remarques.
@ Tout maximum global est aussi un maximum local.

@ Une fonction peut fort bien ne pas avoir de maximiseur, méme si elle est
majorée
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i) Soit f : | = R, to € D. On dit que f atteint son minimum global en t; si
toutes les valeurs prises par f sont supérieures ou égales a f(tp), c'est-a-dire :
Vx €|, f(x) > f(tp); on dit alors que le minimum global de f vaut f(t) et que
to est un minimiseur (global) de f.

i) Soit f : | = R, ty € D. On dit que f atteint un minimum local en t; s'il existe
un intervalle ouvert J contenant ty tel que Vx € I NJ, f(x) > f(ty); ce
minimum local vaut alors f(tp) et on dit que ty est un minimiseur local de .

i) Un extremum global (resp. local) de f est un maximum ou un minimum
global (resp. local).

Exemple 1.

La fonction g : [—4,4] — R représentée
ci-contre atteint son minimum global
¢, en —2, son maximum global en 4; g
présente aussi un maximum local en
—4: pour tout x dans
i ol [747 73[: [*43 4]01 - 57 *3[’
T (k) < g(-4).

s max global
max local
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Soit une fonction f : I — R. On dit que ty € / est un point critique de f si f est
dérivable en ty et '(ty) = 0. Les points critiques d'une fonction sont donc les
zéros de sa dérivée. Si tg est un point critique de f, la courbe représentative de f
a une tangente horizontale au point de coordonnées (ty, f(tp))-

Proposition. Soit une fonction f : | — R et soit typ € /, un point ou f atteint un
extremum (local ou global). On suppose de plus que tp n'est pas une extrémité
de | et que f est dérivable en ty. Alors ty est un point critique de f.

v

Remarque. Cette proposition ne s'applique pas a I'exemple 1 précédent : dans cet
exemple, les extrema de f sont atteints aux extrémités de l'intervalle | de
définition et en —2, ol f n’est pas dérivable.
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Exemple 2.

La fonction h: [—3,4] — R représentée
ci-contre a comme points critiques —2,
- 1 et 3; h atteint son maximum global
en —2 et son minimum global en 4.

2 Elle atteint un minimum local en —3 et
en 1, et un maximum local en 3.

Pour chercher les extrema éventuels d'une fonction dérivable, on peut appliquer le
principe suivant :

Soit f : | — R dérivable. Les minimiseurs et maximiseurs éventuels de f sont a
chercher parmi les points critiques de f et les extrémités de l'intervalle /.
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Exemple 3. On considere la fonction v :] — 00, 2] — R définie par v(x) = x* — x*.

Cherchons les extrema (locaux ou globaux ) de v. La fonction v est dérivable, et
Vv/(x) = 3x? — 4x3 = x?(3 — 4x); v possede deux points critiques : 0 et 3/4. Les
seuls minimiseurs ou maximiseurs possibles pour v sont donc 0, 3/4 et 2. De
plus, v/(x) > 0 pour x €] — o0, 0[ et x €]0,3/4], et v/(x) < 0 pour x €]3/4,2].
On obtient pour v le tableau de variations suivant :

X —00 0 3/4 2
v/(x) + 0 + 0 -
27
256
/! p
v(x) 0 -8
/!
—00
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On voit sur le tableau de variations que v présente : un maximum global en 3/4,
qui vaut 27/256 et un minimum local en 2, qui vaut —8.

Remarquons que v ne présente ni un
minimum local, ni un maximum local
en 0, bien que 0 soit un point critique.
Cela est dii au fait que ' ne change
pas de signe en 0.
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On suppose que f : | — R est dérivable et que a est a I'intérieur de /
(c'est-a-dire: a € | et a n'est pas une extrémité de /). Si f’ s'annule en a en

changeant de signe, alors f atteint en a soit un maximum local, soit un minimum
local. Plus précisément :

@ Si f’ est négative a gauche de a (c’est-a-dire sur un intervalle |a — r, a[ avec
r > 0) et positive a droite de a (c'est-a-dire sur un intervalle Ja,a + r'[ avec
r' > 0), alors f atteint en a un minimum local.

@ f’/ est positive a gauche de a et négative a droite de a, alors f atteint en a
un maximum local.
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4.4 Preuves d'inégalités

La dérivation permet de montrer certaines inégalité : par exemple on peut parfois
justifier qu'une certaine fonction u ne prend que des valeurs positives sur un
intervalle / par I'étude des variations de v sur / (et donc du signe de u’).

Exemple. Montrons la propriété suivante : Vx € [0, +oc[, arctan(x) < x.

On définit la fonction v : [0, +o0o[— R par u(x) = x — arctan(x). La fonction u
est dérivable (comme différence de fonctions dérivables), et
2y 2
R (1+x9)-1 _ X S0
1+ x2 1+ x? 1+x2~

Vx € [0, 400, v'(x)=1

La fonction u est donc croissante sur I'intervalle [0, +oo[. On en déduit que
Vx € [0,4o00[, u(x) > u(0). Or u(0) = 0 — arctan(0) = 0. Ainsi, pour tout
x € Ry, u(x) >0, c'est-a-dire arctan(x) < x.

Exercice. Montrer en utilisant la méme méthode que Vx € [0, 4o00[,sinx < x et
Vx € [0,7/2[, tanx > x.
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5 Logarithme, exponentielle

5.1 Fonction logarithme népérien

a) Il existe une unique fonction In :]0, +0o[— R, appelée logarithme népérien telle
1

In est dérivable et Vx €]0, +oo[, In'(x) = =
X

In(1) =0

Pour I'existence, on utilise un résultat du chapitre 3 : la fonction x — — étant

continue sur |0, 00|, elle admet une primitive F sur ]0, +oco[. On poseXanrs
C=—F(1), et In = F + C. Pour montrer |'unicité on suppose que

f,g :]0,+o00o[— R sont des fonctions qui s'annulent en 1 et dont la dérivée est la
fonction inverse. On a alors f' = g’ donc, d'aprés un résultat de 4.1, il existe une
constante réelle C telle que Vx €]0,+o00[, g(x) = f(x) + C. En particulier,
g(1) = f(1) + C, ce qui donne C = 0, puisque f(1) = g(1) = 0. Ainsi g = .

b) Comportement de In vis a vis du produit. Soit un réel a > 0 fixé. Considérons
la fonction u, : x — In(ax), définie sur |0, 4+o00[; u; = Inov, ol v est la fonction
linéaire définie sur ]0, +oo[ par v(x) = ax (v prend ses valeurs dans |0, +o0[).
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u, est dérivable et
Vx €]0, +oo[, ui(x) =In"(v(x))V(x) = — = — = —.

On a donc v, = In’, ce qui implique I'existence d'une constante C € R telle que
Vx €]0, +o00[, us(x)=In(x)+ C.

En particulier, u,(1) = In(1) + C = C, ce qui donne C =In(a), et
In(ax) = In(x) 4 In(a). D’ou le résultat suivant.

Proposition. La fonction In transforme un produit en somme :
Va>0, Vb>0, In(ab) = In(a) + In(b) . (7)
Pour a; > 0,2, >0...,ax > 0,

In(a1az . ..ak) = In(a1) + In(az) + ... + In(ax) . (8)
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Les formules suivantes sont des conséquences de (7) et (8).
i) VbeRY, In(1/b) = —In(b) ;

i) YaeRL, VbeR%, In(a/b) =In(a) — In(b) ;
i) Vk € Z, VaeR%, In(a¥) = kin(a) ;

iv) Pour tout entier n > 2, Va € RY , In(y/a) = InE,a) .
Exemples.
Vs n(3) o4y I3
n (175) =In(v3) —In(16) = —=" —In(2*) = == — 4In2.

In(V5+1D)+In(v5-1) _In((v5+1)(V5-1)) 4 _In(2?)
= .

2 2 2
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c) Sens de variation et limites de In.

Proposition. i) La fonction In :]0, +00[— R est strictement croissante. Par
conséquent, pour tous xi, x> > 0,

Inx;s <Ilnxy, < x3 < x et Inxg <lnxy < x3 < x.

ii) Si x €]0,1[, Inx < 0 et si x €]1,+oo[, Inx > 0.
i) On a limy_ 400 INXx = 400 et limy_0 x>0 Inx = —o0.

. . In x
iv) De plus limy— oo — = 0.
X

i) est une conséquence de : Vx € R}, In’(x) =1/x > 0. Comme In est
strictement croissante, on a Inx < In1 pour x €]0,1[ et Inx > In1 pour x > 1, ce
qui donne ii).

Pour montrer limy_, o In x = 400, on se donne un réel A > 0 et on montre que
pour x assez grand, Inx > A. Pour n € N, In(2") = nIn2, avec In2 > 0. |l existe
donc un entier ng tel que In(2™) > A, et comme In est croissante, Inx > A pour
tout x > 2M,

On alnx = —1In(1/x). Lorsque x tend vers 0 (avec x > 0), 1/x tend vers +o0,
donc In(1/x) tend vers +00. Cela donne : limy_, x>0 Inx = —oc.
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Pour prouver iv), on peut montrer d'abord I'inégalité Vx € RY,Inx <x—-1<x,
en étudiant le sens de variation sur ]0, +oo[ de la fonction x — x — 1 —Inx. En

utilisant Inx = In(\/>72) = 2In(4/x), on obtient ensuite
Vx>0, Inx =2In(v/x) < 2v/x.

En divisant les membres de cette inégalité par x > 0 et en utilisant que Inx > 0

pour x > 1, on trouve

Inx

Vx>1,0< —= <

Sl

X
On en déduit iv) par le théoreme des gendarmes.

Remarques.

@ La propriété iv) est liée au fait que lorsque x croit vers +o00, In(x) crofit tres
lentement vers +00. On a :
IN2~0,693; In3~1,099 ; In5~1,609; In10 ~ 2,303 ; In(100) ~
4,605 ; In(1000) ~ 6,908 ; In(10°) ~ 20,723.

@ Ona

In(14+h)—1In1 W) =1.
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d) Courbe représentative de la fonction In.
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e) Dérivation de x — In(u(x)). On considere une fonction v : D —]0,4+o00[. On
peut alors définir la fonction g : D — R par g(x) = In(u(x)); si la fonction u est
dérivable en t € D, alors g est dérivable en t et

/() = (Inou) (&) = In'(u(e) /(1) = 57

Exemples.
@ On pose | =] — 00, 0] et u(x) = —x. La fonction g : x — In(—x) est définie

et dérivable sur | — oo, 0] et

o 71/(><)7;17E
g'(x) ) :

—X X

@ On pose | =R et u(x) = x? + 1. La fonction g : x — In(x? + 1) est
dérivable sur R, et

2022-23
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5.2 La fonction exponentielle

a) La fonction In est continue et strictement croissante sur |0, oo, avec
limy—0In(x) = —o0 et limy_, 10 In(x) = +00. La fonction In est donc une
bijection de ]0, +-o0o[ sur R. La bijection réciproque exp : R —]0, +-00[ est appelée
fonction exponentielle.

Autrement dit, pour tout x € R, I'équation (d'inconnue t) In(t) = x a une unique
solution dans ]0, +oo[. Cette solution est appelée exponentielle de x, et notée
exp(x) :

Pour tout x € R et tout t €]0, +00[, exp(x) =1t < In(t) = x.

Ona V¥xeR, In(exp(x)) =x et vt €]0, +oo[, exp(In(t)) =t.
On note e |'unique solution dans ]0, +oc[ de I'équation In(t) =1 : e est appelé |a

base du logarithme népérien; e est compris strictement entre 2 et 3 (car In(2) < 1
et In(3) > 1). Plus précisément, e ~ 2, 718282.

On a In(1) = 0 donc exp(0) =1 ; In(e) = 1 donc exp(1) = e ;
In(1/e) = —In(e) = —1 donc exp(—1) = 1/e.
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b) Comportement de exp vis a vis de la somme. Les propriétés suivantes sont une
conséquence des propriétés de la fonction In.

i) D’aprés les propriétés de la fonction In, on a, pour tous a, b € R,
In(exp(a)exp(b)) = In(exp(a)) + In(exp(b)) = a+ b. On en déduit :

Vae R, Vbe R, exp(a+ b) = exp(a) exp(b). (9)

ii) La formule (9) appliquée aux réels a — b et b donne
exp(a — b) exp(b) = exp(a), et donc

exp(a)
VaeR, VbeR, —b)= . 10
aeR, €R, exp(a— b) oxp(b) (10)
En particulier Vb € R, exp(—b) = expl(b).
iii) En appliquant plusieurs fois la propriété (9), on obtient, pour tous réels

ai, ..., dan,

exp(a; + a2+ ...+ a,) = exp(a1) exp(az) . . . exp(a,) .

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Dérivation. 2022-23 52/87



On peut en déduire

VneZ, VaeR, exp(na) = [exp(a)]”. (11)

Enfin, pour tout entier n € N*, et pour tout a € R,
a 1 n
exp(—) = [exp(a)]” = Vexp(a). (12)
En particulier, exp(a/2) = y/exp(a).

D'aprés (11), exp(n) = [exp(1)]” = €" pour tout entier relatif n.

Par extension, pour tout nombre réel x, le nombre réel exp(x) est en général noté

e*. Avec cette notation, les propriétés précédentes s'écrivent : pour a, b nombres
réels,
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c) Sens de variation, limites et courbe représentative de exp.

La fonction exp : R —]0, +o0o[ est continue et strictement croissante. De plus
limy— oo € =0 et limy_ 100 €° = +00.

Les propriétés ci-dessus sont dues au fait que la fonction exp est la bijection
réciproque de In :]0, +oo[— R, qui est continue et strictement croissante (on peut
appliquer la proposition du chapitre 1, 8.2).

A cause de la croissance stricte de exp, on a, pour tous réels xq, x»
el <e? = x3<x et €1 <e? = x3<x.

o In(x . .
A la propriété lim,_, | Q = 0 de la fonction In, correspondent les propriétés

suivantes de la fonction exp :
X

. _ . X . .
im xe7*= Ilim — =0 lim — =400 lim xe¥=0.
X—+00 x—+o0 eX x—+00 X X——00

/2 . (S .
Plus généralement, pour tout n > 1, lim,_, . ;e = +o00 et limy__o x"eX = 0.
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Ces limites traduisent le fait que e* croit trés rapidement lorsque x devient grand
ce?~7,30; e3~20,09; e~ 148,41 ; 0 ~ 22026, 47...

-5 -4 -3 -2 -1

-3

La courbe représentative de exp s'obtient a partir de celle de In par symétrie
orthogonale par rapport a la droite A d‘équation y = x. Sur le dessin, A a pour
coordonnées (1, ) et A’ a pour coordonnées (e, 1).
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d) Dérivée de la fonction exponentielle. La fonction In est dérivable sur |0, +o0[
et Vx €]0,+oo[, In’(x) = 1/x # 0. D’aprés la proposition de 3.2, on en déduit
que la fonction exp = In"! est dérivable en tout point de R, et

Vx €R, exp'(x) = [In_l]’(x) - In/(lnil(x)) - |n/(1ex)

Ainsi

La fonction exp est dérivable sur R et exp’ = exp.

Conséquence. Soit u: D — R. Si u est dérivable en t € D, alors la fonction
expou : x — e“() est dérivable en t et (expou)'(t) = u'(t)e(®). J

Exemples. i) La fonction 7 : x ~+ e® est dérivable sur R et 7/(x) = 3¢’*. La
fonction g @ x -+ e ?* est dérivable sur R et g/(x) = —2e °*.

i) La fonction /1 - x ++ e **2 est dérivable sur R et //(x) = (3x? — 4)e* 42,

. /X ‘- ev
iii) La fonction w : x — eV* est dérivable sur |0, +o0[ et w'(x) =

NE
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5.3 La notation a*, fonctions exponentielle et logarithme de base a

a) Pour tout a > 0 et tout entier relatif n, In(a") = nln(a), et donc a" = e"'"(@).
Par extension, ex'n(a) qui est défini pour tout x € R, est noté a* :

Pour a €]0, +oo[ et x € R, &~ E exin(a)

Par définition de a*, In(a*) = xIn(a).

On a en particulier 8 >0, %=1, at = a, 1* = 1.

Exercice. Jusfifier que (a)¥ = av.

b) Soit a > 0. On appelle fonction exponentielle de base a la fonction définie sur
R qui a x associe a*.

La fonction exponentielle de base a prend ses valeurs dans |0, +o0[ et transforme,
comme la fonction exp, une somme en produit et une différence en quotient :

X1
ax1+><2 — a)q X1 87)( _ 1 8X17X2 _ a

a
ax axe

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Dérivation. 2022-23 57 /87



Notons que la fonction f : x — a* est dérivable sur R et

f'(x) = In(a)ex""(@ = In(a)a".

Sens de variation de la fonction exponentielle de base a. Ce sens de variation
dépend du signe de In(a), et donc de la position de a par rapport a 1.

i) Si a> 1, la fonction x — a* est strictement croissante, avec lim,_, ., a* =0
et limy_s 400 @ = +00.

ii) Si 0 < a < 1, la fonction x — a* est strictement décroissante, avec
limy_ _o @ = 400 et limy_, 1, a* = 0.

i) Si a =1, la fonction x — a* est constante, de valeur 1.

2 y=(1,3)"
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c) Soit a € R¥\{1}. On appelle fonction logarithme de base a et on note log, la
In(x)
In(a)’

La fonction logarithme de base a transforme, comme la fonction In, un produit en
somme et un quotient en différence :

fonction définie sur ]0, +o0o[ qui a x associe

log,(r02) = log, (x) + log,(x2) log, () =  log, (x)

loga(x—;) — log,(x1) — log,(x2)

Propriété. Vx € R, log,(a*) = x et Vx €]0, +o0[, a'%%(*) = x.

Par exemple, log;,(1000) = log;(10%) = 3 ; log;0(0,01) = log;,(1072) = —2.
Sens de variation de la fonction logarithme de base a. Ce sens de variation
dépend du signe de In(a), et donc de la position de a par rapport a 1.

i) Si a > 1, la fonction log, est strictement croissante, avec limy_,q log,(x) = —co
et limy_ o0 log,(x) = +00.

ii) Si 0 < a < 1, la fonction log, est strictement décroissante, avec

limy 0 log,(x) = +00 et limy_ 1o log,(x) = —o0.

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Dérivation. 2022-23



6 Fonctions puissance

6.1 Fonctions puissance déja définies

a) Exposant entier naturel. Par convention, x” = 1 pour tout réel x.

Si n € N*, x" est défini pour tout x € R par : x" = x-x...x.
—
n fois
La fonction f, : R — R définie par f,(x) = x" est dérivable, et
f/(x) = nx"~! (avec le cas particulier fj(x) = 0).

b) Exposant entier négatif. Soit m un entier strictement négatif : m = —n,
avec n € N*. Pour x € R*, on définit x™ par: x™ =x"" = % .
La fonction f,, : R* — R définie par f,(x) = x™ = x~" est dérivable et
fr(x) = _XTHH = —nx "1 = mx™ L
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c) Racine n-itme. Soit n € N, avec n > 2. Si n est impair, \/x = x+ est défini
pour tout réel x : c'est I'unique réel y tel que y" = x. Si n est pair
1 o v “ . ] y . s
v/x = xn est défini pour tout réel x positif ou nul : c’est I'unique réel y
positif ou nul tel que y" = x.
/X = x7 est appelé racine n-iéme de x, ou x puissance 1/n.
i) Si n est impair, la fonction f,/, : R — R définie par f;/, = V/x = X7 est
dérivable en tout point de R*
ii) Si n est pair, la fonction f;/, : [0, +-00[— [0, +-00[ définie par
fijn=/x = xn est dérivable en tout point de 10, +o0[

Dans les deux cas, fl//n(x) est donné par la formule f/,,(x) =

Dans les cas précédents (r entier ou r = 1/n avec n entier supérieur ou égal a 2),
la fonction f, : x — x" a les propriétés suivantes :

i) Le domaine de définition de f, et son domaine de dérivabilité contiennent
10, +o0f ;

i) fr(xy) = (xy) =x"y" = f(x)f(y) f/(x)=rx""1.
iii) Six >0, x">0et In(x") =rin(x). Donc x" = ern(x),
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6.2 Fonctions puissance générales

Soit « un réel. On appelle fonction puissance « la fonction d’ensemble de

. AR _ or
définition ]0, +oo[ qui 3 x associe x* = e !n(x)

Propriétés.
e 1*=1.

@ Pour tout x >0, x“ > 0.

[e3 o
@ Pour tous x,y >0, (xy)*=x%y" et <X> = %
Y y

Pour obtenir par exemple la premiére formule, on utilise les propriétés des
fonctions In et exp :
(Xy)a — ealn(xy) — ea(ln(x)+|n(y)) — ealn(x)+a|n(y) _ ealn(x)ealn(y) = Xy,

@ Pour tout x >0, (x®)7 = x®7_ En particulier, si @ £ 0, (x*)= = x.

L / X _
@ Pour tout x > 0, xF = xxF et T = x> B,
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Dérivation. Soit o un réel. La fonction f,, : x — x® est dérivable en tout point de
10, +oof et fl(x) = ax*71.

On a f, = expou, ol la fonction u, est définie sur |0, +o0o[ par
ua(x) = aln(x). Par la formule qui donne la dérivée d'une composée, on obtient

f1(x) = exp’(ua(x)) U, (x) = exp(ua(x)) - % =a— =ax*"1.

@ Si a =0, la fonction x — x® est constante de valeur 1.

@ Si a < 0, la fonction x > x est strictement décroissante sur |0, +oo[, et
Iirnx—>0,><>0 X% = +o00, “mx—H-oo x% =0.

@ Si a >0, la fonction x — x“ est strictement croissante sur 0, +o0], et
limy_0x>0 X% =0, limy_ 4o x¥ = +00.

Remarque. Si a > 0, la fonction x — x® se prolonge en 0 “par continuité”, en
posant 0% = 0.
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Comparaison entre x* et x”. Soit a et 3 deux réels, avec a < 3. Alors :
@ Pour tout x €]0,1[, x* > x? .

@ Pour tout x €]1, 400, x* < x” .
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Croissance comparée
Soit & > 0. On a

: . Inx
i) lim — =0
x—4o00 X
i) lim x%Inx=0
x—0,x>0
eX
i) lim — =+o0

x—4o00 X%

iv) lim x%e™*=0
X—+00
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7 Dérivées d'ordre supérieur, formule de Taylor-Young

7.1 Fonctions plusieurs fois dérivables

a) On considere une fonction f : | — R, dérivable sur /. Soit a € /. On dit que f
est deux fois dérivable en a (ou que f”’(a) existe) si la fonction ' : | — R est
dérivable en a; le nombre dérivé de f’ en a est alors appelée la dérivée seconde de
f en a et est noté /(a) :

ey — i f@a+h) —f'(a)
e

On dit que f est deux fois dérivable sur / lorsque la fonction f’ est dérivable sur
/. On peut alors définir la fonction dérivée seconde "/ : | — R comme la fonction
dérivée de ' : " = (f')".

Exemples. i) Soit = x ~+ x°; on a f/(x) = 5x* , "/ (x) = 20x°.
ii) Soit g : x —+ /x; g est deux fois dérivable sur |0, +o0[ et

g(X) =5z =3x8 8" () =5 (-3 = gk,
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b) Soit f : | — R une fonction deux fois dérivable (sur /) et a € /. On dit que f
est trois fois dérivable en a si la fonction f”’ est dérivable en a. La dérivée

troisieme de f en a, notée f(3)(a) est alors le nombre dérivé de la fonction " en
a: f®(a) =[f"7(a).

Plus généralement, on définit la k-dérivabilité par récurrence : une fonction
f:l — R, k—1 fois dérivable sur | est dite k fois dérivable en a (resp. sur /) si
la fonction f(k=1) est dérivable en a (resp. en tout point de /). Dans ce cas la

dérivée k-ieme de f en a est le nombre dérivé de la fonction F(*~=1) en a :
f)(a) = [F=D](a).

Remarque. i) Les notations () et (1) désignent f et f'.

ii) Si f: 1 — R est n fois dérivable, alors, pour tout couple (p, g) d'entiers
naturels tels que p+ g < n, on a [f(q)](p) — [f(P)](q) — f(p+a),

c) Fonctions de classe C¥. Une fonction f : | — R est dite de classe C! si elle est
dérivable (sur /) et sa dérivée f’ est continue (sur /). Plus généralement, f est
dite de classe C* si elle est k fois dérivable (sur /) et sa dérivée k-ieme f(K) est
continue sur /.

Remarque. Si f est k + 1 fois dérivable sur /, elle est de classe Ck.
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Propriétés.

@ Sif,g: | — R sont deux fonctions de classe C", alors f 4+ g et fg sont de
classe C", et (f + g)") = f(n) 4 g(n),

(fg)" = Z (Z) fk) g(n=k) (formule de Leibniz)
k=0

Si de plus g ne s’annule en aucun point de /, la fonction f/g est de classe
cn.

@ Sif:l—>JCRetg:J— Rsontdeclasse C", alors gof : | — R est de
classe C".

Une fonction f : | — R est dite de classe C*> si elle est indéfiniment dérivable
(c'est-a-dire k fois dérivable pour tout k > 1). Cela revient a dire que f est de
classe C* pour tout k > 1.
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d) Exemples de calcul de dérivées successives. i) La fonction exp : R — R est
égale 3 sa dérivée : exp’ = exp. Donc exp est de classe C et exp(k) = exp pour
tout k > 1.

ii) La fonction sin : & — I est de classe C*° : sin’ = cos, sin” = —sin,
sin® = — cos, sin® = sin... De maniere générale, pour tout p € N,
sin*P) = sin , sin®* = cos , sin*P*t2) = —sin , sin**+3) = _cos .

iii) Soit o un réel. La fonction p, :]0, +oo[— R définie par p,(x) = x“ est de
classe C®, et p/(x) =ax*1, pl(x)=ala—1)x*"2, ...,
PP (x) = a(a—1)...(a — k+1)x>*.

iv) . Dérivées successives d'une fonction polynomiale. Considérons par exemple
une fonction polynomiale de degré 4, Q : x +— asx* + a3x> + a»x® + aix + ag.

Q est de classe C™ (sur R), et Q'(x) = 4agx® + 3a3x® + 2apx + a1 ,

QP (x) = 12a3x + 6azx + 232, QB)(x) = 24asx +6a3, QW (x) =244, ,
Q®)(x) = 0.

De maniere générale, toute fonction polynomiale P de degré n est de classe C*;
sil<k<n, P¥ est une fonction polynomiale de degré n — k (en particulier la
fonction P(") est constante). Si k > n, P(K) = 0.
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7.2 Formule de Taylor-Young

a) Factorielle d'un entier naturel. La factorielle de n € N (on dit aussi “factorielle
n", ou “n factorielle”) est notée n! ; si n > 1, il s’agit du produit des entiers
comprisentre letn: 11=1,21=2 ,31=1-2-3=6,41=1-2-3-4=24,...
On pose par ailleurs 0! = 1. On a, pour tout n€ N, (n+ 1) = (n+1)n! .

L’entier naturel (Z) (appelé “k parmi n") qui apparait dans la formule de

(&) =

b) Considérons une fonction polynomiale P : R — R de degré inférieur ou égal a
n: P(x)=ap+aix+...4+a,x". Ona: P(0) = a, P'(0)=a1, P"(0)=2a, ...
Pour 0 < k < n, P()(0) = kla. D'ot la formule

Leibniz peut étre défini par

P"(0 P (0
7( )X2+...+ ©)
2! n!

P(x) = P(0) + P'(0)x +
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Plus généralement, pour toute fonction polynomiale P de degré inférieur ou égal
a n, pour tout a € R,

P;(!a) (x—a)+...+ PU)

Vx €R, P(x)=P(a)+ P'(a)(x — a) + (x—a)".

n!
Cette formule, appelée formule de Taylor pour les polyndmes, peut aussi s'écrire

@), PYG)

o1 o h". (13)

VheR, P(a+ h)=P(a)+ P'(a)h+

c) La formule de Taylor-Young est une formule locale, qui donne seulement des
informations sur le comportement d'une fonction au voisinage d'un point a donné.
Au voisinage de ce point, la fonction est approchée par une fonction polynomiale.

Théoreme (formule de Taylor Young). Soit f : | — R de classe C” et soit a € /.
On a

1 (n)
@), 70

f(a+h)=f(a)+f'(a)h+ o1 =

h"+h"e(h), avec lim e(h) =0.
h—0
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Remarques.

@ La formule ci-dessus est appelée formule de Taylor-Young pour la fonction f
a I'ordre n en a (ou au voisinage de a). La fonction h— f(a+ h) est
approchée (pour h voisin de 0) par la fonction polynomiale

£(n)

P,:hw— f(a)+f'(a)h+...+ I(a) h". La fonction h — h"¢(h) est

n!

appelée le reste. Le point essentiel est que limy_,q€(h) = 0, ce qui peut se

f(a+ h) — Py(h)

w0

traduire par : lim
h—0

@ Lorsque h est trés proche de 0, on a
h" << h"l << ... << h* << h<<1, ol le symbol << signifie “est
beaucoup plus petit (en valeur absolue) que”. Plus n est grand, plus
I'approximation de f(a + h) par P,(h) (pour |h| petit) est précise.
A I'ordre 0, on a simplement f(a+ h) = f(a) + eo(h), avec limp_,0€0(h) =0
(il s'agit juste de la continuité de f en a). La formule a I'ordre 1 donne des
précisions sur la fonction €y : €g(h) est égal a h fois un nombre proche de
f'(a), plus précisément eg(h) = f'(a)h + hey(h), avec limy_,ge1(h) =0. La
formule a I'ordre 2 donne des précisions sur €7, etc.
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@ La formule de Taylor-Young reste valide si on suppose seulement que f est n
fois dérivable en a (n > 1).

d) Exemple 1. Formule de Taylor-Young pour la fonction cos en 0 : on a
cos(0) =1, cos’(0)=—sin(0) =0, cos”’(0)=—cos(0)=-1,
cos®)(0) =sin(0) =0, cos™(0) = cos(0) =1,
ce qui donne :
i)alordre 0: cosx =1+ ep(x)

ii)alordre 1: cosx =1+ xe1(x)
2

iii) 3 l'ordre 2 : cosx =1 — % + x2ex(x)

2
iv) alordre 3: cosx =1— o7 + x3e3(x)

2 4
v)alordre 4 : cosx=1-— o + 2 + x*eq(x)

ol limy_pex(x)=0 (0< k <4).
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_________________________ N PY S S N U Oy i ! o
-2 -1 0 1 2 3
y \
Y= COST -1 -
-2

Approximation au voisinage de 0 de cos x par Py(x) = 1.
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Approximation au voisinage de 0 de cos x par P4(x)
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e) Exemple 2. On considere la fonction f : x — /I +x = (1+x)Z : on a
F0) =15 F) = 31+, 7/(0)

Fl(x) =3 x (=31 +x)"3) =21 +x)"2, 7(0) = L,
FO(x)= -1 x (-31+x)"2)=21+x)"2, D0 = ..
Formule de Taylor-Young de f en 0 :
i)alordre0: v1+x=1+¢(x)
iiyalodrel: vV1+x=1+ g + xe1(x)
s x X2 5 x X2 9
iii)alordre2: Vi4+x=14-—— +xe(x) =14+ = — — 4+ x“e2(x)
2 24 2 8
iv) a l'ordre 3 :
x X2 3 5 3 x x2 X 3
\/1+X:1+§7§+%X —+ X 63(X):1+§7§+R+X E3(X)

ol limy0ex(x) =0 (0< k <3).
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Approximation au voisinage de 0 de /1 + x par Py(x) = 1.
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Approximation au voisinage de 0 de /1 + x par Pi(x) =1+ %
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Approximation au voisinage de 0 de /1 + x par P3(x) =1+ g -y + 16"
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7.3 Notion de développement limité

a) On a vu que la formule de Taylor-Young fournit une approximation fine d'une
fonction au voisinage d'un point xg, en utilisant les dérivées successives de la
fonction. Ce type d'approximation est appelé un développement limité.

On dit qu’une fonction f admet un développement limité a |'ordre n en xg s'il
existe des réels ap, aj, . . ., a, et une fonction € :] — o, a[— R tels que
limp_so e(h) = 0 et

Vhe]l —a,af, f(xo+h) =ao+arh+ah®> + ...+ a,h" + h%(h).  (14)

P.(h) =ao+ aith+ ...+ a,h" est appelé la partie réguliere du développement
limité ; h"e(h) est appelé le reste du développement limité . Lorsque h tend vers
0, la valeur absolue |h"e(h)| devient beaucoup plus petite que |hP| pour p < n.

L1S1 Portails Math-Info & Math-Physique A Dérivation. 2022-23 82/87



Remarques.

@ Si la fonction f admet un développement limité en xg, celui-ci est unique
(c'est-a-dire que les nombres réels ag, a1, . .., a, et la fonction € de la
définition sont uniques); en particulier, on a ag = f(xp).

® La propriété essentielle de la définition est limp_,g €(h) = 0, c'est-a-dire

im f(xo+h)—(ao+ah+ ...+ a,h")
h—0 hn

=0.

@ Si f admet un développement limité a I'ordre n en xg,
f(xo+h)=ao+arh+...+a,h" + h"¢(h),

alors pour tout p < n, f admet un développement limité a I'ordre p en xp,
obtenu a partir de celui de degré n par troncature, en faisant entrer dans le
reste tous les termes de degré > p :

f(xo+h)=ao+ ...+ aph? + hPei(h), avec i|7im0 e1(h) =0
—

@ Plus 'ordre n est grand, plus le développement limité donne une
approximation précise de f au voisinage de xg.
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@ Si f est de classe C" sur un voisinage |xo — a, xo + af de xg, f admet un
développement limité a I'ordre n en xg, qui est donné par la formule de
Taylor-Young.

@ f admet un développement limité a I'ordre 0 en xp si et seulement si f est
continue en xo : on a alors f(xg + h) = f(x0) + €(h), avec limp_9€e(h) = 0.

@ f admet un développement limité a I'ordre 1 en xg si et seulement si f est
dérivable en xp : on a alors f(xg + h) = f(xo) + '(x0)h + he(h), avec
limp_o€(h) = 0.

b) Quelques développement limité usuels en 0. Ces DL sont obtenus par la
formule de Taylor-Young. Dans chacune de ces formules € est une fonction (pas la
méme pour toutes les formules!) qui vérifie lim,_,o e(x) = 0.

2 n

. X X
i) eX:1+X+§+...+F+X"6(X)

:1+x+x2+...+x"—|—x”e(x)

Tk :l—x+x2—...+(—1)"x”+x"e(x)
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x> x3

iv) |n(1+x):x—?+§—...+( 1)"+1 +X "e(x)
v —1 va—1)... (a— 1

v)(1+x)":1+ax+%x2+...+a(a ) l((y nt )x”+x”e(x)

! n!

2
Par exemple, avec « = 1/2 et n =2, on obtient V1 +x =1+ g - % + x2€(x).
) ) X3 X5 , X2n+1 _—
vi) S|nx:x—§+a—...+(—1) Gny 1) X" e(x)
2 4 2n

vii) cosx—lf%JrX ...+(71)"(;n)! + x2e(x)

c) Remarque. |l existe des regles de calcul qui permettent d'obtenir assez
simplement le DL d'une somme, d'un produit, d'un quotient ou d'une composée
de deux fonctions f et g a partir des DL de f et de g. Par exemple, si f et g
admettent un DL a I'ordre n en un point a, alors f + g et fg admettent aussi un
DL a l'ordre n en a. La partie réguliere du DL de f 4 g est la somme des parties
régulieres des DL de f et de g. La partie réguliere du DL de fg est obtenue en
effectuant le produit des parties régulieres des DL de f et de g et en ne gardant
que les termes de degré inférieur ou égal a n.
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7.4 Utilisation de DL pour des calculs de limites

Les développements limités permettent (entre autres applications) de calculer des
limites lorsqu’on est en présence d'une forme indéterminée.

Exemples.

. cosx—1
1. On cherche I|m0 — Lorsque x tend vers 0, cos x tend vers cos0 = 1,
X—> X

donc cosx — 1 tend vers 0. Comme x? tend aussi vers 0, on a affaire 3 une
forme indéterminée (g) On va utiliser le DL a I'ordre 2 en 0 de la
fonction cos pour résoudre cette forme indéterminée. On a

2
cosx =1 — - + X2F(X). avec lim e(x) =0

2 x—0
Donc )
cosx —1 =% 4 x%¢(x) 1
x2 x2 :_§+G(X)'
, . . cosx—1 1
Dot I~ =72
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\/m Fv1—x
x?(x —1)
u(x) lorsque x tend vers 0. Lorsque x tend vers 0, v/1+x++1—x—2et
x?(x — 1) tendent tous les deux vers 0, et on a encore affaire 3 une forme
indéterminée. On va utiliser le DL a I'ordre 2 en 0 de la fonction

x—+y/14+x. Ona:

et on cherche la limite éventuelle de

2. On pose u(x) =

2
VIidx=1+2- X—erze(x). avec lim ¢(x) =0.

2 8 / x—0
X X2
En substituant —x a x, on obtient 1 —x=1— 58 + x%¢(—x). Et
donc )
VItx+vVI—x—2= fz + 33 (e(x) + €(—x)).
Donc u(x) = kil 6(7X). Lorsque x tend vers 0, —x tend aussi

x—1
vers 0 et donc €(x) et e(—x) tendent tous deux vers 0. On obtient ainsi
limy_o u(x) = 1/4.
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