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Feuille de TD n°1
Corrigés des exercices supplémentaires

Corrigé de ’exercice n°27

1. (a) ug = a,v9 =b > 0 et on voit que si pour n > 0, u, > 0,v, > 0, et

Up + v [u2 + v2
Up1 = % >0 et Un+1 = % > 0.

On en déduit par récurrence que, pour tout n > 0, u, > 0 et v, > 0;
(b) Apres calcul, sin > 0,
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9 9 Uy +v 1,5 9
Ungr = Uy = o Z[un+2unvn + v
- ] (25 20
Comme, pour n > 0, Up41, Un+1 > 0 on en déduit que pour tout n > 1 v, > uy,
et c’est encore vrai pour n =0, v9 =b > a = uy;

2. (a) Comme, pour n > 0, up+1 = (Up+vy,)/2, on obtient w41 —uy = (v —uy,)/2 >0
est la suite (u,) est croissante ;

(b) On a, pour n >0,

1
2 2 2 2 2 2
Upt1 — Up = 5 [un—i—l - Uy + Up+1 — Un]v
d’ou
2 2 2 2
Up41 = Up = Upy1 — Up.

2

~) est croissante et (v,) (v, > 0) est donc crois-

Comme (uy,) est croissante, (v
sante.

Corrigé de ’exercice n°28

1. u1 =3x0—-2%x043=3,u2=9—-6+3=6;
2. On a que ug = 0 > 0. De plus, sin € N et u, > n alors up4+; = 3u, —2n+3 >
n+ 3 >n+ 1. Donc, pour tout n € N, u,, > n;
3. Pour n € N, upy1 —up = 2(up, —n) + 3. Or up, —n > 0 donc upy1 — upn > 0 et (uy,)
est croissante ;
4.(a) SineN, vpp1 =3up—2n+3—(n+1)+1=3(up, —n+1) = 3vy,, (v,) est une
suite géométrique de raison 3 et de terme initial 1;

(b) On a donc,sineN, v, =3"douu, =v,+n—-—1=3"+n—1.

Corrigé de ’exercice n°29
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1. SieN, vn+1:un+1—3:—§U%+3un—§—3:—§[ui—6un+9] =—
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ou —1 < wpy1 < 0. Ceci montre bien que pour tout n € N, —1 < v, <0;

(a) On a, pour n € N, v, 41 — v, = —%v% — vy = —vn(%vn + 1).

(b) On sait que, pour n > 0, v, < 0. D’autre part —1 < v, donc —% < 1y, et

0< %vn + % < %vn + 1. La suite (v,) est donc décroissante.

[\

Corrigé de I’exercice n°30

1. (a) Simple vérification par récurrence en utilisant que ug = 2 et la définition par
récurrence de la suite;

(b) sin €N,
Uy + 2 Up +2— 2up+1)  —up+1

7_1: e
2u, +1 2u, +1 2u, +1°

Unp+1 =

() Onawug—1=2—1=1 du signe de (-1)° = 1. Si, pour n € N, u,, — 1 a le
méme signe que (—1)",

Up — 1

Un+1 — 1= —(2un + 1)m,
n

avec 2u, + 1 > 0 car u, > 0, donc u,4+1 — 1 a le signe opposé de celui de u,, — 1,

c’est & dire (—1)"*1. On obtient donc bien que pour tout n € N, u, — 1 a le

signe de (—1)";
2.(a) ,pour n € N,

Un+2

_ 2unp+1 1_—Un+1_ 1 Un—l . 1 .
Un+1 = Y = _gvna

2 41 Bup+3 3\up+1

(b) Le calcul qui précede montre que (vy,) est une suite de raison —1/3 et de terme

(=D"

3n+1

(¢) On a pour n € N, v, = (up, — 1)/(u,, + 1) donc (u, + 1)v, = u, — 1 donc
up(vy, —1) = —(v, + 1) et le résultat. On déduit de ce qui précede que, pour

3n+1+_1n
TLGN,UTL:W

initial 1/3. On a donc, pour n € N, v, =

Corrigé de ’exercice n°31

1. ug € [0,1]. D’autre part, si, pour n € N, u,, € [0,1], In(1 + u2) > In(1) = 0, et
comme 1 > uy,, puis 1 > up1 = u, — In(1 +u?).
En utilisant que, pour tout > —1, In(1 + z) < x (inégalité <classique> obtenue
en étudiant les variations de z — = —In(1 4+ z)), on obtient, comme w,, € [0, 1], que
Up > uZ > In(1+u2) et v,q1 > 0;

2. Pour tout n € N, w1 — up, = —In(1 4+ u2) < 0 car u2 > 0. donc la suite (u,) est
croissante.



