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Correction des exercices du TD 3

Exercices du 6 a 10

Exercice 6

Etudier la suite définie par ug =4 et upy1 = 45”135
n

CORRECTION : Posons

dx +5
f<x)_$+37 $7£—3,
ainsi nous avons que up4+1 = f(uy) pour tout n € N. Une récurrence immediate nous permet de dire
de suite que u, > 0 pour tout n € N. En effet uy9 = 4 > 0, et si u,, > 0 pour un certain n, alors
Unt1 = fup) = % > 0, d’ou la conclusion.
Déterminons la monotonie de f. Si x # —3 on a:

_4dx+5—-4(x+3) 2
B (z +3)2 ~ (z+3)?

>0

f'(x)

donc f est croissante sur | — oo, — 3] et sur | — 3, + oo[. En particulier elle est croissante sur [0, 4 oco.

Observons que u; = 421;:5 = % = 3 < 4 = ug. Posons donc la propriété

P(n) : 0 < Upi1 < Up.

Initialisation: Pour n =0o0n a 0 < u; =3 < up = 4, donc P(0) est satisfaite.

Hérédité : Supposons P(n) satisfaite por un certain n € N. La fonction f est étant strictement croissante
sur [0, + oo|, puisque par hypothese de récurrence 0 < up41 < uyp, nous avons que 0 < f(0) =5/3 <
f(unt1) = tnyo < f(up) = Upt1, donc P(n + 1) est aussi satisfaite.

Grace au Théoréeme de la récurrence on peut donc dire que P(n) est vraie pour tout n € N, et donc
(un)n est une suite décroissante et minorée par 0. D’aprés le Théoréme de la convergence monotone,

on peut dire que (uy), est une suite convergente. Notons [ sa limite. Nous savons donc que liI_"I_l Uy =
n—-+00o
lim wpy1 =1, donc
n—-+o0o

. . du,+5  4l+5
b= tm = Mmoo = 3 = 1),

et de plus I > 0 car u,, > 0 pour tout n € N. Cherchons donc les solutions de I’équation f(I) = [. Si on
suppose [ # —3 on a:

41+ 5 9 1++21
h=l & —=1 & I“—-1-5=0 & Il=lio=——.
f( ) [+3 1,2 2
Mais I*Q/ﬁ < 0, donc on a forcement que [ = %ﬂ
Exercice 7
n
Montrer que les suites de termes u, = Y k% et v, = up + %H sont adjacentes.
k=1
CORRECTION : La suite (uy,), est clairement croissante, car 41 — t, = ﬁ > 0 pour tout n € N,
Etudions maintenant la suite (vy),. Nous avons
_ 2 2 1 2 2
Un+1 — Un —un+1_un+m—m—m+m—m
_ n+24+2(n+1)2—2(n+1)(n+2)
o (n+2)(n+1)?

_ n+2-2n—-2 __ n
T (n+2)(n+1)2 T (n+2)(n+1)2

<0,



pour tout n € N, donc la suite (v, ), est décroissante. De plus

lim v, —u, = lim =0,
n——+o00 n—+oon + 1

donc les suites (uy)n et (vn)n sont bien adjacentes.

Exercice 8

Soient a et b deuz réels positifs tels que a < b. Soient (ay,,) et (by) les suites définies par: ag = a, bg = b
el Vn e N

1)

{an—i-l = Vapby
bn-l—l = %(an“‘bn)

Montrer que, pour tout n € N, les réels a,, et b, sont bien définis et vérifient 0 < a, < by,.

CORRECTION : On effectue une preuve par r'ecurrence et on pose la propriété:

P(n) : 0 <a, <by,.

Initialisation : quand n = 0 on a ap = a et by = b, et par hypothése 0 < a < b, donc P(0) est
satisfaite.

Héreédité : supposons P(n) satisfaite pour un n donné, c’est-a-dire 0 < a,, < b,. Or a,b, > 0 et
% >0, donc an11 = Vapb, > 0et by = % > 0. De plus

1 1
bri1 — Ant1 = §(an + bn) —Vapb, = 5(\/ b — vV an)2 > 0,

donc by 41 > apy1 > 0, et par conséquent P(n) est également satisfaite, ce qui prouve ’héréditeé.
Grace au Théoréme de la récurrence on peut donc affirmer que P(n) est satisfaite pour tout
n € N, donc en particulier, les suites (ay), et (by), sont bien définies et 0 < a,, < b, pour tout
n € N.

En déduire que (ay,) et (by,) sont adjacentes (leur limite commune est appelée moyenne arithmético-
géométrique de a et b)

CORRECTION : Evaluons le signe de an+1—an et by+1 —by,. Pour tout n € N, grace a la question
1) nous avons

Unp+1 — Qp = 1/ anbn — Qp = \/@(\/a* M) > O»

donc (ay)y est une suite croissante. De méme:

Antbn o an—bn g

bn+1_bn: 2 92 =Y

donc (by)n est une suite décroissante. Par hypothése nous avons donc que
a<a,<b,<b

pour tout n € N. Mais alors (a,), est une suite croissante et majorée, donc convergente, et de

meéme (by,), est décroissante et minorée, donc également convergente. Notons donc « = lim ay,
n—-4o00

et B = lirf by Puisque 0 < a, < by, pour tout n, on peut dire que 0 < a < 3, de plus
n—-+0o0

a = lim apy1 = lim Vapb, = vVag,
n—-+00 n——+oo
: : b a+
B = lim b,11 = lim % = ?ﬁ

n—-+o0o n—-+0o

La deuxiéme équation nous dit que o — = 0, d’ott o = (. Les suites (ap)n, et (by), sont donc
adjacentes, car (ay), est croissante, (b, ), est décroissante, et elles ont la méme limite.



Exercice 9

Soit (un)n une suite décroissante de réels positifs convergeant vers 0. On lui associe la suite (vp)n
définie par v, = ug —uy +uz + ... + (—=1)"u,.

1)

Montrer que les suites (van)n €t (Vant1)n ont une limite commune .

CORRECTION : On pourra montre que les deux suites (v2,)n et (van+1)n sont adjacentes. Pour
ce faire posons xz, = vy, et y, = vop+1 pour n € N. Or,

2n+2 2n
Tp4l — Tp = U2p42 — V2n = Z (_1)kuk - Z (_1)kuk
k=0 k=0
= (=1)*"ugni1 + (=1)*" " 2ugn o = —tgni1 + uzni2 <0,

car (uyp)n est décroissante, donc la suite (z,), est décroissante. De méme

2n+3 2n+1

Ynt1 = Yn = Vants — Vo1 = o (=D Fup — 3 (=1)Fuy
=0 k=0

= (=1)* 2ugyio + (1) Bugpi g = usnio — tgpts > 0,

donc la suite (y,)n est croissante. Montrons maintenant que x,, — y, — 0 lorsque n — +o0. En
effet

2n 2n+1
Tn =y =Y _(—=DFup = > (=D up = —(=1)*" g1 = gny1,
k=0 k=0

mais par hypothése lim wu, = 0, donc également
n—+00

lim =z, —y, = lim wuo,+1 =0,
n—-+o0o n—-+4o0o

ce qui prouve bien que (zy), et (yn), sont deux suites adjacentes, et par conséquent elles sont
convergentes et elles ont la méme limite, que I'on note [.

Que peut on en déduire pour la suite (vy)n ?

On va voir que cette suite (v,), est convergente. Nous savons dja que (van)n €t (voni1)n sont
convergentes et elles ont la méme limite [. On peut traduire cette information en disant que

Ve>0 3IN1eN VneN n>N;= vy, -1 <e, (1)

et de méme
Ve>0 dN,eN VneN n>Ny=|vgg — 1] <e (2)

Soit donc € > 0, et posons N = 2Max{Ny,N2} + 1. Sin > N, alors il y a deux cas a considérer.

— Si n est pair, disons n = 2m, avec m € N, puisque n = 2m > N > 2N; + 1 > 2Ny, alors
m > N, donc d’aprés (1) on peut dire que |vy, — I| = |vay, — | < e.

— Sim est impair, disons n = 2m + 1, avec m € N, puisque n =2m+1 > N > 2Ns + 1, alors
m > Ny, donc d’aprés (2) on peut dire que |v, — | = |vams1 — ] < €.

Quoi qu’il en soit, si n > N on a bien que |v, — | < ¢, donc (vy,), converge et sa limite est [.

Application : démontrer que la suite (vy,)y, définie par: v, = 17%+%+...+$ est convergente.
CORRECTION : Posons la suite (uy, ), définie par u,, = n%q pour n € N. Ainsi
n—1
Up = Z(_l)kuk-
k=0

Or, chaque u,, est un réel positif et lirf u, = 0, donc d’aprés la question 2) on peut affirmer
n—-+0oo

que (vp)n est une suite convergente.



Exercice 10
Soit la suite (up)n définie par ug = 1 et upy1 = ﬁ pour n € N. Montrer que (u,), converge et
déterminer sa limite (étudier les suites extraites de rang pair et impair).

CORRECTION : Posons x,, = ugy, €t yp, = u2,+1, pour n € N, et posons aussi f(z) = ﬁ, pour
x # —1/2. On a donc up41 = f(u,) pour tout n € N, donc en particulier

Ty = Uzng2 = f(uzng1) = f(f(u2a)) = g(xn),
Ynt1 = Unt3 = f(uzni2) = f(f(u2ns1)) = 9(yn),

ou l'on pose

1 1 1+2 2
1+2f(x) 1+ 5% 3+22 3+ 2z

g9(x) = (fo f)(x))

La fonction g est bien définie sur R\ {—3/2}, et si « appartient ¢ cet ensemble on a:

4

!
=— >0,
90 = B
donc g est croissante sur | — oo, — 3/2[ et sur | — 3/2, + oo[. Observons que ug = x9 =1 et u; = yg =
ﬁ = % De plus , . .
zo= glwo) =1 - 5% = ~5=5<1=mn
Y1 = g(QO):l_3+2/3:1_ﬁ:ﬁ>§:y0'

Posons la propriété:
P(n) 0 <yn <ynt1 < Tpt1r < Tn.

Initialisation: si n = 0 on a déja vérifié que x1 < xp et 0 < 1/3 = yo < y1, et de plus y; = 5/11 <
3/5 = z1, donc P(0) est satisfaite.

Hérédité : Supposons P(n) satisfaite pour un certain n, ainsi 0 < y, < Ypt1 < Tpy1 < Tp. Puisque g
est croissante sur [—3/2, 4+ ool on a que

0<g(0)=1/3 <¥Ynt1=9Wn) < Ynt2 = 9(Yn+1) < Tng2 = 9(@ns1) < Tpy1 = g(Tn),

donc P(n + 1) est bien satisfaite.
Grace au Théoréme de la récurrence on peut dire que P(n) est satisfaite pour tout n € N, en particulier,
(n)n est décroissante et minorée, et (yy, ), est croissante et majorée. En particulier les deux suites sont

convergentes. Il reste & montrer que les deux suites ont la méme limite. Notons a = liIJJra Ty et
n—-+0o0
b= lirf Yn. Puisque y, < x, pour tout n € N, on a bien que b < a, et puisque x,11 = g(zy) et
n—-+0oo

Yn+1 = 9(yn), en passant a la limite pour n — +oo on obtient

— ; _ : 142z, _ 142a
“ = ngl—}—loo Tl = ngg-loo 342z, 3+2a
o o 142yn 1426
b = nEIfoo Ynt1 = ngrfoo 3+2yn — 3420

Les limites a et b sont donc des solutions de I’équation x = iigi Or,sixz # —3/2o0n a:

:c:éigi & zB+22)=14+2 <& 2224+22-1=0,
— —1£V3
Sr=—g

D’autre part, puisque 1/3 < y, < x,, en passant a la limite nous avons que 1/3 < b < a, et en

particulier @ > 0 et b > 0, donc au final a = b = @ Nous savons donc que (x,)n, = (u2n)n et
(Yn)n = (u2n+1)n sont convergentes et elles ont la méme limite. En raisonnant comme dans la question

2) de l'exercice 9, on peut dire que (uy,), converge et sa limite est @



