L1S2 Analyse2
Plan détaillé du cours.

SUITES DE NOMBRES REELS
C 1 : Premiéres propriétés et exemples.

L’on verra que 'on trouve des suites dans I’économie, la nature, le jeu,...
On en trouve également dans différentes branches des mathématiques, par exemple en théorie des nombres et, tout
simplement, dans [’écriture d’un nombre réel.

1 Raisonnement par récurrence : rappel.

Les suites étant un "ensemble indexé sur N", le raisonnement par récurrence s’avérera utile pour démontrer certains
résultats.

Démonstration par récurrence : Nous supposerons connus ’ensemble N des entiers naturels : 0,1,2, ... et les
propriétés des opérations élémentaires : addition, multiplication, soustraction.
On considére une assertion P(n), qui contient la lettre n représentant un entier naturel.

Principe de récurrence. Si on a :

(i) P(0) est vraie

(ii) Pour tout n € N, (P(n) = P(n + 1)),
alors P(n) est vraie pour tout n € N.

Remarque : Dans le principe de récurrence, (i) peut étre remplacé par : "P(ng) est vraie" et (ii) par : "pour tout
entier n > ng, ...". La conclusion devient : "P(n) est vraie pour tout entier n > ng".

Principe de récurrence forte. Si on a :

(i) P(0) est vraie

(ii) Pour tout n € N, (Vp <n, P(p)) = P(n+1)),
alors P(n) est vraie pour tout n € N.

Ici encore, pour conclure que P(n) est vraie pour n > ng, (i) est remplacé par : "P(ng) est vraie" et (ii) par : "pour
tout entier n > ng, ( (P(ng) et P(ng + 1) et ...et P(n)) = P(n+1))".

La récurrence d’ordre 2 en est un cas particulier. Comme elle nous sera parfois utile, en voici une rédaction
simplifiée. Si on a :
(i) P(ng) et P(ng + 1) vraies
(ii) Pour tout n = ng, ((P(n) et P(n+1)) = P(n+ 2)),
alors P(n) est vraie pour tout n > ng.

2 Définitions et premiéres propriétés.

2.1 Définitions

Définition 1. Soit I C N une partie infinie de N. Une suite de réels, d’ensemble d’indices I, est une application de
I dans R.

Notations :

1. On note (uy,)ners la suite qui, a lentier n, fait correspondre le nombre u,, au lieu de u: I — R; n+— u(n).

2. Le nombre u,, est appelé le terme (général) d’indice n de la suite (uy,)ner-

On prendra garde o distinguer une suite (uy), qui est une fonction, de son image {u,,n € N}, qui est un sous-
ensemble de R.

Remarque. L’étude d’une suite & valeurs complexes (2p,)n, 2n € C peut se ramener & I’étude de deux suites réelles
(Re zn)n et (Im 2y,)p.



Il y a différentes facons de se donner une suite.

e Suites définies explicitement. On donne 'expression de son terme d’indice n en fonction de n : u, = f(n).

e Suites définies par récurrence. On donne ses premiers termes et une relation de récurrence permettant de
calculer un terme en fonction de ceux qui précédent.

e Suites définies implicitement.

La suite est définie par une propriété, par exemple comme solution d’une équation.

Définition 2. 1. On dit que (up), est une suite constante s’il existe ¢ € R tel que u,, = ¢ pour tout n € N; on
dit alors que (u, ), est la suite constante c. Lorsque ¢ = 0 on parle de la suite nulle.

2. On dit que (uy,), est une suite stationnaire s’il existe ¢ € R et ng € N tels que u,, = ¢ pour tout entier n > ng;
on dit que (uy,), est la suite stationnaire c.

2.2 Opérations sur les suites

OPERATIONS SUR LES SUITES.
Les opérations sur les fonctions permettent de définir des opérations sur les suites.

Soient (uy,) et (vy,) deux suites réelles et A € R. On définit la somme et le produit de suites :
1. (un)n + (vn)n est la suite de terme général w,, + v,,.
2. A(un)n est la suite de terme gnéral Au,.

3. (un)n(vn)n est la suite de terme général wu, vy,.

La composition des fonctions permet aussi de déterminer de nouvelles suites & partir de suites données.

Si la fonction f est définie en wu,, & partir d’un certain indice N, on peut définir la suite composée (f(un))n>N-
En particulier pour une suite (u,) donnée et pour une suite k,, d’entiers, on peut définir la suite de terme général

Dans la pratique ces opérations sont d’une grande utilité, elles permettent, en effet, d’envisager I’étude d’'une méme
suite sous des aspects trés différents.

2.3 Monotonie

Définition 3. On dit qu’une suite (u,)nen vérifie une propriété P a partir d’un certain rang, ou pour n assez
grand, lorsqu’il existe ng € N tel que P soit vérifiée par tous les termes u,, pour n > ng.

Pour alléger la présentation, on ne considérera ici, sauf indication contraire, que des suites réelles définies sur N
tout entier. Nous laissons au lecteur la réécriture avec "a partir d’un certain rang"” ou "pour n assez grand”.
Définition 4. Une suite réelle (up)nen est dite

1. croissante si u, < u,4+1 pour tout n € N,
décroissante si u, 1 < u, pour tout n € N,
strictement croissante si u,, < u,41 pour tout n € N,

strictement décroissante si u,+1 < u, pour tout n € N,
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monotone si elle est croissante ou décroissante.

2.4 Suites bornées

Définition 5. Soit (uy)nen une suite réelle.
1. (un)nen est dite majorée si ensemble de ses valeurs admet un majorant. Si M est un majorant de cet ensemble,
on dit que M majore la suite (uy,)nen-
2. (un)nen est dite minorée si ’ensemble de ses valeurs admet un minorant. Si m est un minorant de cet ensemble,
on dit que m minore la suite (4, )nen-
3. (un)nen est dite bornée si ’ensemble de ses valeurs est borné, c’est-a-dire s’il existe un réel K > 0 tel que
Vn eN, |u,| < K.

Remarque. Une suite réelle est bornée si, et seulement si, elle est minorée et majorée.



3  Suites arithmético-géométriques.

Définition 6. On appelle suite arithmético-géométrique (réelle) toute suite (uy, ), définie par une relation de récurrence
de la forme u,+1 = au, + b, pour tout n € N, ot a et b sont deux nombres (réels) fixés.

On distingue trois cas. Les deuz premiers sont bien connus.

1. Sia=1, la suite définie par la relation u,11 = u, + b est appelée suite
2. Sib=0, la suite définie par la relation u,11 = au, est appelée suite

3. Cas général :

Supposons que a # 1 et b # 0. L’idée est qu’il suffit de trouver une suite particuliére (vy,), qui vérifie la relation
Up41 = U, + b pour connaitre toutes les suites. En effet, on a alors

Unt+1 — Unt1 = (au, +b) — (av, +b) = a(u, —v,) .

La suite de terme général w,, = u, —v,, est donc géométrique, de raison a, et on a u, —v, = (ug—vo)a™. Inversement,
on vérifie immédiatement qu’une suite de terme général de la forme u, = v, = a™(up — vg) satisfait la relation de
récurrence souhaitée ; il ne reste donc plus qu’d trouver une suite particuliére (v,) et l'idée est ici de la chercher sous
la forme la plus simple possible, c’est-a-dire constante. On pose donc v, =1, avec | solution de l’équation | = al + b,
ce qui est toujouts possible car a # 1. On a donc le résultat suivant :

Proposition 1. Soient (a,b) € R? tel que a # 1 et (uy,), une suite réelle qui vérifie la relation u, 1 = au, + b pour
tout n € N. Alors

b b
VYn e N, u, = +a”(u0 )
1—a 1—a

4 Autres constructions de suites.

4.1  Suites (u,11 — Uy)pn €t (ug + ug + ... + Uy e

o A toute suite (u,), on associe la suite de ses accroissements successifs (uny1 — Up)n. Cette suite donne des
renseignements pour l’étude de la suite (uy,)y,. Par exemple :

La suite (uy,)n est croissante si et seulement si tous les termes de la suite (up11 — Uy )y SONt positifs ou nuls.

o Pour toute suite (uy) il existe une unique suite (S,) telle que

So=ug etpourn=>1 S, —S,_1=1u,.

A savoir :

n
So = ug etSnzuo—Ful—l—...—i—un:Zuk.
k=0

n

4.2  Suites <%> et (uuy...up)p-

o A toute suite (uy), dont aucun terme n’est nul, on associe la suite de ses rapports successifs (uu:1 )n. Cette suite
donne des renseignements pour ['étude de la suite (uy,),. Par exemple :

Soit une suite (uy)n dont tous les termes sont strictement positifs. Alors (uy), est décroissante si et seulement si
(“2t2), est majorée par 1 .

e Pour toute suite (u,) il existe une unique suite (P,) telle que

Po=uyg etpourn=>1 P,=u,Py_1.

A savoir :
Py=uy etS,=uour..up =I}_qug.



4.3  Suites (u,) telles que u, 2 = au,1 + bu,, a € R, b € R*.

Considérons une suite (un)n pour laquelle il existe un réel v tel que la suite (v,) = (Unt1 — TUp) SOit une suite
géométrique de raison s. Pour tout indice n nous avons

Un+1 = SUp

S0Tt : Upto — TUpt1 = S(Upt1 — TUR) OU : Upyo = (T + 8)Upt1 — TSUy, relation de la forme upio = atyy1 + buy,.

Idée Inversement, pour chercher les suites (uy,)n vérifiant la relation de récurrence u, 1o = aup+1 +buy,, b # 0, on
s’efforce d’écrire cette relation sous la forme upio — rup+1 = $(Uny1 — ruy,) en choisissant r et s tels que r + s = a,
rs = —b, c’est-a-dire solutions de ’équation x> = ax + b.

Reésultat

1. Si léquation x* —ax —b = 0 admet deuz racines réelles distinctes r, s, alors les suites (uy, )y vérifiant la relation
de récurrence Un1o = aUpy1 + buy,, sont de la forme (ar™ + Bs™),, pour deux réels a, 8, car la suite (u, /™)y
est arithmétique. Et réciproquement.
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2. Si léquation =* — ax — b = 0 admet une seule solution r = a/2, les suites (uy,) telles que upro = atprq1 + by,
sont de la forme (ar™ + Bnr™),, pour deuzx réels o, B. Et réciproqguement.

2

3. Si Uéquation x* — ax — b = 0 n’admet pas de solution réelle, on fera intervenir des suites complezes.

5 Suites définies par itération u, 1 = f(u,).

Considérons une partie E de R, a € E, une application f de E dans E. Il existe une et une seule suite (u,) telle
que :
ug =a, Upt1 = f(un), n=0

a savoir la suite (uy,) définie par :

up = f"(a) = fofo..of(a), mn=>0, avec la convention f°(a) = a.

n fois

On dit que la suite (uy,) est la suite obtenue par itération de [ o partir de a.

Représentation graphique

On considére le graphe de f dans un repére orthonormé. La "verticale" d’équation x = ug coupe la courbe déquation
y = f(x) au point My (ug, f(uo)) ; or f(ug) = ui. Donc "Uhorizontale" passant par My, a pour équation y = uq et coupe
la premiére bissectrice au point de coordonnées (uy,uy). A partir de uy, nous pouvons recommencer la construction
analogue, nous obtiendrons us, puis usz et ainsi de suite. Nous construisons ainsi une suite de points My(ug,u1),
My (uy,u2),. ., My (Un, Upt1),---, qui permettent de visualiser la suite (u,) et la suite des accroissements (Upt1 — Un ),
et, surtout, comme on le verra dans la suite son comportement lorsque n augmente indéfiniment.

6 Sous-suites ou suites extraites. Définition et propriétés

Commencons par une définition qui formalise l'idée qu’a partir d’une suite réelle on obtient encore une suite en ne
retenant qu’une partie des termes de la suite d’origine.

Soit (uy) une suite réelle.

Définition 7. Si u est une suite, on appelle sous-suite, ou suite extraite, de u, toute suite v o ¢ avec ¢ : N - N
une application strictement croissante. Autrement dit, une suite extraite de (u,) est une suite de la forme (vy) avec
Vg = Uyr) €t ¢ : N — N une application strictement croissante.

Remarque. 1. Penser a: Vn € N, p(n+1) > ¢(n).

2. Pour tout n € N, p(n) > n (récurrence)

3. Si (ky) est une suite strictement croissante de N alors (uy, ) est une suite extraite de (up,).



