UNIVERSITE CLERMONT AUVERGNE MATHS APPLIQUEES AUX AUTRES SCIENCES (MAAS)

| Exercices du chapitre II - Corrections (Fin) I

Conseil: Trouver une solution particuliere peut se faire soit par la méthode de variation

de la constante soit par reconnaissance d’une solution facile. Avant de se lancer, on vérifie
donc que y = constante, y = z,x%..2", y = cos(x) ou sin(z) (dans le cas oi1 le second membre a
des cos ou sin) ou, de maniére générale, y de la méme forme que f avec f le second membre,
n’est pas solution. Bien entendu, ne pas perdre trop de temps a “deviner” .

Conseil: Apres avoir trouvé les solutions d’une équation différentielle, faire une vérification
rapide en vérifiant qu’elles sont bien solution peut permettre de trouver des erreurs de
calculs facilement détectables.

Conseil: Attention aux unités des constantes et des résultats demandés

Conseil: Essayer de comprendre les implications physiques de ce que vous écrivez. Cela
peut vous éviter de grosses erreurs!

Exercice 1 -
Y +2y=3

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre non homogeéne. L’ensemble des solutions
de I’équation homogene correspondante y, + 2y, = 0 est y(z) = Ke ?*, K € R. On cherche alors
une solution particuliere de 1’équation y; + 2y, = 3. Soit on en devine une (typiquement ici, on peut
remarquer que dans le cas y' 4+ ay = b, (a,b) € R?, y,(x) = b/a (=fonction constante donc y)(x) = 0) est
solution!), soit on utilise la méthode de variation de la constante et on cherche une solution de la forme
yp(z) = g(z)e™2%, ce qui revient a trouver g telle qu’elle soit une primitive de 3e?* car (rappel):

(g(a)e ™) +2g(x)e =3
g(x) e — 2g(x)e ™ 4 2g(x)e 2 = 3
g(x)/ — 362:13

On obtient alors g(z) = 2e2* et y,(x) = 2 une solution particulicre. L’ensemble des solutions est ainsi
2 p 2

y(x) = yn(z) + yp(z) = Ke 2 + % Il est alors intéressant de remarquer que les solutions y de ’équation
y' + ay = b décrivent une décroissance exponentielle vers la valeur stationnaire y,(z) = % (stationnaire

<= y =0 <= plus d’évolution).

y —y=e"(cosx — )

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre non homogene. L’ensemble des solutions de
I’équation homogene correspondante y;, — y, = 0 est y(z) = Ke®, K € R. On cherche alors une solution
particuliere y, de I’équation. On utilise la méthode de variation de la constante et on cherche une solution
de la forme y,(x) = g(z)e”, ce qui revient a trouver g telle qu’elle soit une primitive de (cosz — x), donc

g(x) =sinz — % et yp(x) = (sinz — %)ew
L’ensemble des solutions est ainsi y(z) = yx(z) + yp(r) = (K + sinz — gi)ex.

Y +2y=ux



Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre non homogene. L’ensemble des solutions
de I’équation homogene correspondante y), + 2y, = 0 est yp(z) = K e ?* K € R. On cherche alors une
solution particuliere de ’équation y;,+2yp = z. Soit on en devine une (typiquement ici, on peut remarquer
que dans le cas ¥’ +ay = P(z) et P est un polynéme en z, on cherche y, polynéme de méme degré. Donc
ici, yp = az +b, (a,b) € R?. En remplacant dans 1’équation, on obtient 2a = 1,a+b = 0 et y,(r) =z — %
Soit on utilise la méthode de variation de la constante et on cherche une solution de la forme y,(z) =

g(z)e2%, ce qui revient & trouver g telle qu'elle soit une primitive de xe?*. On obtient alors g(x) =
[ ze**dx = [$xe?*] — [ 1e?® = L(z — 1)e?® par intégration par parties. Et alors, on a y,(z) = 1(z — 1)

L’ensemble des solutions est ainsi y(z) = yp(z) + yp(z) = Ke 2 + L (z — 1).
y + 3y = zln(z)e "

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre non homogene. L’ensemble des solutions

de I’équation homogene correspondante y), + 3y, = 0 est yp(z) = K e 3% K € R. On cherche alors une

solution particuliere y, de I’équation. On utilise la méthode de variation de la constante et on cherche

une solution de la forme yp(z) = g(x ) *33”, ce qui revient a trouver g telle qu’elle soit une primitive de

(zln(z), donc g(z) = [ zln(z)dz = x Tn(z)] — [ 5 =% (In(z) - 1) par intégration par parties.

L’ensemble des solutlons est ainsi y( ) = yh( )+ yp( ) (K + % (ln( ) — 3))e 3.

Exercice 2 — Une population de bactéries croit a une vitesse proportlonnelle a sa taille. On note sa

taille & un instant ¢ N(t). La fonction N () obéit a I’équation différentielle suivante:

N'(t)=uvN(t),v € R

C’est-a-dire que pendant un instant d¢, la population aura bien cru d’une quantité vN(t), qui est donc
bien proportionnelle & la taille N(¢). Ici t est exprimée en heures (=h) et donc v est exprimé en h~!
(attention aux changements d’unités si vous voulez regarder le temps en minutes!). En résolvant cette
équation homogene, on en conclue que N(t) = Ke’', K € R. C’est ce qu’on appelle une croissance expo-
nentielle. Le propre de ce type de croissance est que pour multiplier la population par un facteur n, il faut
attendre le méme temps, quelque soit la taille de la population.. C’est donc une croissance extrémement
rapide et c’est ce que cet exercice va illustrer.

On aurait pu avoir un second membre & cette équation N'(t) = vN(t) + f, ce qui est le cas quand
par exemple on modélise ’apport de nourriture dans le milieu qui contribue a la croissance de bactéries,
f est alors appelé un terme “source”.

On sait que cette taille est multipliée par 8 en 1 heure, donc:

N(t=rT) = Ke'T
N(t=7+1) =K+
N({t=71+4+1) =8N(t=7)=8Ke""

Cela nous permet de trouver que 8Ke'™ = KeV(™t1) | cest-a-dire 8 = eV et v = In(8) et donc N(t) = K87.

On veut trouver le temps 74 au bout duquel la population est multipliée par 4:
N(t=7+7)=K8™™ —4N(t=17)=4- K8

In(4) _ 2In2
In(8) ~ 3In2

ce qui donne 8™ = 4, c’est-a-dire, 74 = = %h (Attention aux unités! Ici le temps est exprimé

en heures!).



On veut maintenant trouver le temps 71099 au bout duquel la population est multipliée par 1000:

N(t =7 + T1000) = K87T71000) — 1000N (t = 7) = 1000 - K87

Comme précedemment, on obtient: 74 = lnl(i(ogo)o) = 1+1r111(11(§§)) = 1—1—3}2% h ~ 3.32h ~ 3h19 min (le résultat

est demandé a la minute pres). Pour comparaison, pour multiplier par 4, il faut attendre 2/3h = 40 min.

Plus généralement, on vient de voir que dans les croissances exponentielles, le temps pour multiplier

par n une population ne dépend pas de la taille de la population. Sachant cela, on peut voir rapidement
que si en 1h, on a une multiplication par 8 et que 8 = 23 et 4 = 22, il faut donc attendre 3 multiplications
par 2 pour avoir une multiplication totale par 8 et 2 multiplications par 2 pour avoir une multiplication
totale par 4.. donc la multiplication par 2 arrive au 1/3 de la multiplication par 8 et celle par 4 arrive au
2/3 de la multiplication par 8. De méme, il faut exactement 1 multiplications par 8 et 3 multiplications
par 5 pour arriver jusqu’a une multiplication totale par 1000 = 538. On peut alors remarquer que
83.2 =512 x 2 =1024 > 1000 et cela mettra exactement 320 min pour atteindre 1024 et donc on aura
déja dépasser la multiplication par 1000.. qui arrive & 3219 min!
Exercice 3 — Le taux d’alcoolémie f (t) (en g- L™ ) d’une personne ayant absorbé, & jeun, une certaine
quantité d’alcool vérifie I'équation différentielle y/(t) + y(t) = ae™" , ot t > 0 est le temps écoulé apres
I'ingestion (exprimé en heures) et a est une constante qui dépend des conditions expérimentales. Cette
équation traduit le fait que le corps va digérer ’alcool (terme source ae™*, qui traduit la quantité d’alcool
par litre de sang libérée par la digestion au cours du temps (notée la décroissance exponentielle.. au bout
d’un moment, il n’y a plus d’alcool a digérer)). La quantité totale d’alcool initialement ingérée est donc
f0+oo ae~tdt = [—ae!|§™ = a), qui va alors étre traitée par le foie et sortie du systéme. Ce mécanisme
complet est modelisé par cette équation différentielle.

1. Résolvons cette équation différentielle linéaire du premier ordre non homogene. Les solutions ho-
mogenes sont y,(t) = Ke !, K € R. Cherchons une solution particuliere: On peut utiliser la
méthode de variation de la constante, ce qui nous amene a chercher les solutions de la forme
g(t)e™!, amenant & trouver g tel que ¢'(t) = a, c’est-a-dire y,(t) = ate™'. Les solutions sont donc
y(t) = (K + at)e™t, avec K € R. Comme le taux d’alcoolémie est une quantité positive, on obtient
alors f(t) = (Ko + at)e™!, avec Ko € R et, comme le taux d’alcoolémie au départ est égal & 0 car
le sujet était a jeun, f(0) = Ko =0 et f(t) = ate .

2. Onfixea =5 (en g-L~-h~!, pour étre raccord avec les unités utilisées). On a f'(t) = (a—at)e™t =
a(l — t)et. Le signe de f’ est égal au signe de f(1 —t) et f’ est donc strictement positif sur
t € [0,1[, nul en ¢ = 1 et strictement négatif sur [1,+o00| (¢ est exprimé en heures). On voit donc
bien d’abord le mécanisme de digestion qui va augmenter le taux d’alcoolémie, jusqu’a ce que la
digestion ralentisse et le nettoyage opéré par le foie prenne le dessus. Le taux d’alcoolémie maximal
est donc f(1) = 5e~! ~ 1.84g- L~! et est atteint au bout d’une heure.
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3. Pour obtenir T le délai a ’heure pres par exces au bout duquel le taux d’alcoolémie est inférieur
4 0.5g - L™1, il suffit de calculer: f(T) = 0.5 = 5Te¢~" en contraignant 7' > 1h (sur la partie
décroissante de f et donc du taux d’alcoolémie) et de I'exprimer a I’heure pres par exces.

En s’aidant des points calculés pour le tracé de la fonction, on peut vérifier que, pour ¢t = 3h, on
obtient f(3h) = 0.75g - L™! et pour t = 4h, on obtient f(4h) = 0.37¢g - L~!, donc T = 4h.

Exercice 4 — On résout les équations suivantes:
y' =3y +2y=0

On voit que la somme des racines est égale & 3 et leur produit & 2. On peut deviner que les racines sont
donc A1 = 1 et Ay = 2. Si on ne devine pas, on calcule le discriminant etc. Donc les solutions sont du
type y(t) = Ki1e* + Kye®, (K1, K2) € R2.

y//_4y/+4y:()
On voit que I’équation caractéristique est (X —2)? = 0 et on obtient y(t) = (K1 + Kat)e!, (K1, Ka) € R2.

y' =4y +8y=0

On a A = —4? < 0. On obtient u = 2 et v = 2 (voir fiche) et alors y(t) = Re? cos(2t + ¢).

y//_4y/:0

On peut considérer cette équation comme une équation homogeéne du premier ordre en 3, ce qui donne
Y (t) = Koe*!, donc y(t) = Kie* 4+ Ko, (K1, K2) € R2. On peut aussi passer par la méthode classique des
équations du second ordre, qui donne A = 42 > 0 et trouver les racines ou voir que leur somme est égale
a 4 et leur produit a 0, dans les deux cas on obtient les deux racines 4 et 0.

Exercice 5 — La variation de la température § d’un liquide, laissé dans un environnement a une
température ambiante constante, suit la loi de Newton : 0(t) = A(0, — 0(t)), ou 0, est la température
ambiante, A est une constante de proportionnalité qui dépend des conditions expérimentales et t est le
temps, donné en minutes.

1. On cherche 'ensemble des solutions de I’équation 6'(t) + \0(t) = N0, (0, est une constante). Les
solutions homogenes sont décrites par 0, (t) = Ke ', K € R, et une solution particuliere est 6, (t) =
0 (solution stationnaire: 8, = 0). On obtient donc 8(t) = Ke ™ 4 6,.

2. D’apres les données, nous allons pouvoir déterminer la solution #, paramétrée par K et A corre-
spondant au probléeme. On peut tout d’abord remplacer K. En effet a ¢t = 0, 0(t = 0) = 10 =
K+60,=K+31,dou K = —-21°C. On peut alors déterminer A\. On obtient §(¢t = 10 min) = 17 =
31 — 21e710* ce qui donne A = —(In(14) — In(21))/10 = In(3/2)/10 min(~ 0.04 min). Finalement,
pour atteindre 25°C) il faut attendre un temps to5 tel que 0(t = to5) = 25 = 31 — 21e~'% In(3/2)/10,
On obtient alors: to5 = —101In(6/21)/1n(3/2) = —101n(2/7)/In(3/2) ~ 31 min.

Exercice 6 — On souhaite étudier la suspension d’une remorque. Le centre d’inertie G de la remorque
se déplace sur un axe vertical (Ox) dirigé vers le bas (unité : le metre); il est repéré par son abscisse
z(t) en fonction du temps t exprimé en secondes. On suppose que cette remorque & vide peut étre
assimilée & une masse M reposant sans frottement sur un ressort. L’abscisse x(t) est alors, a tout instant
t, solution de I’équation Mz"(t) + kxz(t) = 0, ot k désigne la raideur du ressort. On prendra M = 250kg
et k= 6250N.m~! .



1. On cherche la solution de I’équation différentielle vérifiant les deux conditions initiales z(0) = Om
et 2/(0) = —0.1m.s~! (elle correspond & un état de la suspension au repos & laquelle on vient
d’imprimer une vitesse vers le bas (=on enfonce la suspension)). L’équation est linéaire et du
second ordre avec un discriminant négatif (A = —4kM). D’apres les notations de la fiche u = 0 et

v = \/ﬁ et on obtient x(t) = Rcos(4/ %t + QS) et on détermine R et ¢ par les conditions initiales
qui donnent: Rcos(qf) =0et —R\/ﬁ sin(¢) = —0.1. R = 0 ne peut pas étre solution (car sinon

—R\/ sin(¢) = 0.), donc ¢ = 7/2 et R = 0. 1w/ = 0.2m (On vérifie toujours les unités,
par exemple ici on a bien [2/(0)]\/[M]/[k] = [m.s~1]y/[kg]/|kg.s72] = [m] = [R]). Au final, la

solution est z(t) = —0.14/ % % sin(y/ £t)

2. La période de cette solution correspond au temps 1" apres lequel la remorque repasse par le méme
point et avec la méme vitesse, donc: z(t) = x(t + T') donne sin(y/45t) = sin(y/ 45t + 1/ 45T) et

2'(t) = 2'(t + T) donne cos(y/2t) = cos(y/ 2t + 1/ 2T). Comme c’est vrai pour tout ¢, on fixe
t = 0, donnant sin(\/ﬁT) =0 et cos(\/ﬁT) = 1, ce qui est vérifiée pour \/ﬁT = 27, donnant

T = 271'\@ (bien exprimée en s). Ce résultat est logique car plus M, la masse, est grande, plus la
suspension est inerte et bouge lentement (donc T est plus grande), et plus k, la raideur du ressort,
est grande, plus le ressort retient la suspension et le mouvement de faible amplitude et T petite.
On obtient 7" = 1.26s. On peut vérifier que la demi-période T'/2 correspond a la durée entre deux
passages par 'origine mais pas avec la méme vitesse (un coup en descendant, un coup en montant).

On remarquera que la solution ne décrit pas la réalité: une suspension ne se met pas a osciller
jusqu’a la fin des temps a la moindre pression.. et c’est parce que nous n’avons pas pris en compte
les frottements avec ’air qui viennent s’opposer au mouvement, transformant 1’équation en ajoutant
un terme du premier ordre: Mz"(t) + A2/ (t) + kx(t) = 0, avec A > 0 (toujours pas de terme soucre,
on ne continue pas a pousser la suspension et a apporter de I’énergie au sytéme mais on pourrait le
faire!). Avec ce terme du premier ordre, u > 0 n’est plus nul et il y a une décroissance exponentielle
qui vient s’accoler et tuer l'oscillation petit a petit (en plus d’un changement de période, c’est-a-dire
de v). Si les frottements sont tres forts par rapport & M et k, on peut méme étre dans le cas A > 0,
ou il n’y a plus d’oscillations du tout et simplement une décroissance exponentielle vers la position
au repos x = 0.

Exercice 7 — Un objet de masse M est fixé & un ressort horizontal immergé dans un fluide (caractérisé

par sa constante de raideur k et un coefficient d’amortissement ¢). On note z(t) la position (horizontale)

de 'objet par rapport a la position d’équilibre en fonction du temps t.

L’équation différentielle satisfaite par la fonction z(t) est alors Mx” + ca’ + kz = 0. On consideére ici
que M = 2kg, c =2kg.s™' et k = 5kg.s 2 =5N.m™!

1. C’est une équation linéaire du second ordre homogene, avec un discriminant A = ¢ — 4km =
—62 < 0. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle est donc: z(t) = R cos(y/ wt +

¢)e~ 21! R € R, ¢ € [0,27] ou x(t) = (Ky cos(y/ =524y 4 Ky sin(y/ =S4M et (K, Ky) €

R2,
2. On suppose qu’au temps ¢ = 0 on a 2(0) = 2m et 2/(0) = (3v/3 — 1)m.s~!. Cela donne: K; = 2m
et —Kic/2M + Ko/ M = (3v3 —1)m.s71, cest-a-dire Ky = (3v3) _ 2v/3m. En exprimant
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R et ¢ en fonction de K etKs (voir fiche ou, mieux, faites le calcul), on trouve R = \/K? + K3 =
V4 + 12 = 4m et, comme R # 0, cos ¢ = % et sing = —/3/2, c’est-a-dire ¢ = —7/3. On obtient

finalement les deux expressions suivantes:

x(t) = 2e2 (Cos <2t) +V/3sin @t))

t 3 ™
t) =de s St
x(t) e2cos<2 3>

3. La limite de z(t) quand t — +00 est oo = Om, car la limite de x(t) s’identifie avec celle de
e~ 2! — 0 (sans apport d’énergie au cours du temps (second membre), on revient & la position
d’équilibre du ressort qui est la position stationnaire, en effet x = 0(z’ = 0,2” = 0) est solution
de I’équation différentielle. S’il y avait un apport constant d’énergie, la position stationnaire serait
fixée & un xo, > 0.).

t

4. Le ttemps de premier retour & l'origine #y est tel que z(tg) = 0 = 4e™ % cos(3tp — %). Comme
fe™% > 0, on doit avoir cos(%to — 5) =0, c’est-a-dire %to — % = m/2, donnant to = %”s.
Pour les exercices complémentaires, la correction a une rédaction trés réduite, qui ne

reprend pas les données de 1’excercice (sauvons des arbres!). En examen, vous devez main-

tenir une rédaction complete et intelligible.
Exercice 8 —
y' —y = cos(z)
On doit résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre non homogene. Les solutions

homogenes sont y,(z) = Ke*, K € R. On doit trouver maintenant une solution particuliere:

e Soit par la méthode de la variation de la constante qui améne & chercher une solution de type
yp(x) = g(z)e” avec g une primitive de cos(z)e™™:

€T
g(z) = [~ cos(z)e™] io + [sin(z)e™] zo — / cos(z)e” “dx par intégration par parties
o
2g(z) = [~ cos(a:)efz]io + [sin(z)e™"] io

g(z) = (sin(z) —cos(z)) e "+ K',K' € R

En choisissant K’ = 0, on obtient: y,(z) = 3(sin(z) —cos(z)) et les solutions de I'équation de départ

sont: y(z) = 1(sin(z) — cos(z)) + Ke®.

e On devine une solution particuliere. On peut essayer les astuces standardes (y = constante? non
y = z™? non) et il est judicieux de chercher une solution qui ressemble au second membre, ici cos(z).

On voit que cos’(z) — cos(z) = —sin(z) — cos(z) = —(sin(z) + cos(z)). En se rappelant des formules
classiques de trigonométrie (ici, cosacosb + sinasinb = cos(a — b) et sin§ = cos § = v/2/2 donc



cosa + sina = v2(v2/2cosa + v2/2sina) = v2(cos(%) cosa + sin(Z) sina) = v2cos(a — F)), on
obitent pour z = x + I 4+, —(sin(z) + cos(z)) = —v2cos(z + T + 7 — F) = v/2cos(z). On en
V2

conclue que y,(r) = —% cos(xz + ) est solution particuliere et les solutions générales s’écrivent:
y(x) = yp(z) + yp(x) = Ke* — ? cos(z + §) = Ke* — g(cos(g) cos(x) — sin(}) sin(z)) = Ke® +
3 (sin(z) — cos(z)).

Exercice 9 —

1. Onrésout: A(h)h' = —ky/gh. On considere une piscine qui a une section circulaire donc A(h) = 772

avec 7 = 2m. Donc on obtient 'équation 4rh’ = —k+\/gh, c’est-a-dire h'/(2vV/h) = — & /g. D’apres
Iexercice 1, 3éme équation, on obtient h(t) = (—8%\/@ + K2 KeR At=0 h0)=1=K2
donc K = 1m%% (K < 0 n’est pas possible car la piscine verrait son volume augmentait au cours
du temps). Finalement: h(t) = (1 — B%ﬂt)Q (qui a bien la dimension d’une longueur).
2. On obtiendra h(ty) =0 = (1 — %ﬁtf)z pour ty = kg—\}rﬁ.

Exercice 10 —

Y +y=e" y,=Ke ™, y,=3e% y(z) = Ke™® + 3e°

Y +2y=-20+3: y,=Ke 2 y,=—a+2,y(x) = Ke > —z+2

Y —2y = ze %y, = Ke*, y, = g(x)e*® (variation de la constante), on cherche ¢'(x) = we

g9(z) = —3(z + 3)e™", y(z) = Ke** — gz + 5)e™*

Y + 2y = x2e 22 4 = Ke™ 2%, y, = g(x)e 2® (variation de la constante), on cherche ¢'(z) = z%¢2, on

choisit g(z) = 1ae?, y(z) = (K + 3a3e?)e "

=37 on choisit

Exercice 11 —

x

1.y +y=>5e"" y, = Ke ™, yp = 5xe * (devine ou variation de la constante), y(z) = (K + 5z)e™".

2. y0)=0 = K=0 = y(z) =bze ™™

Exercice 12 — 1l suffit de comprendre que si on suit la courbe (définie par une fonction f), y = f(x).
On cherche alors la fonction f(z) tel que f(0) = 3 et f'(x) = x + f(x), c’est-a-dire, on doit résoudre
f'—f =z, qui donne fj, = Ke* et f, = —(x+ 1) et on obtient f(z) = Ke® — (x+1), or f(0) = 3 et donc
K —1=3. Finalement: f(x)=4e* — (z +1).

Exercice 13 —

y' 4y —6y=0: A=25>0: ylx) = K1e 3% + Kqe>*

Y +2y +y=0: A=0: y(z) = (K1 + Kox)e ™

y' — 4y + 13y = 0:A = =36 < 0: y(x) = Rcos(3z + ¢)e?*

Exercice 14 — Sur ]0; 400, y' — £ = 2?; y,, tel que y},/yn = % (bien défini, cf bornes), donc y, = K.
Pour y,, zy, —y = 23, on devine y, = %x‘g ou variation de la constante: y, = g(z)z, donc ¢'(z)z = 22,
on choisit g(x)32? et on retombe sur le méme y,. Au final y(z) = (K + 12°)z.

Exercice 15 —

1. (a) A=4w?<0: y(xr) = K cos(wr) + Ko sin(wz)



(b)

. . . . 2 . 2 . . 2 . . o w?
Yp(w) = ksin(mz) solution si —km* sin(rx)+wksin(rr) = —w?sin(7z), ce qui donne k = —*—
(bien défini, cf bornes sur w). Chercher une solution particuliere sous la forme du second
membre pour une équation aux coefficients constants est souvent efficace (surtout pour des

seconds membres en cos, sin, exp,etc.).
y(z) = Kj cos(wz) + Ko sin(wzx) + ﬂwfzg sin(7x).

Il suffit de déterminer les constantes K, Ko: d(0) = 0 = Kjdonne K1 = 0 et d(1) =0 =
K cos(w) + Kasin(w) = Ko sin(w) donne Ky = 0 car sin(w) > 0 sur ]0, 7|

Si on avait choisi la paramétrisation y(z) = Rcos(wz + ¢) + 7_(_2“:2“)2 sin(rz). On aurait le
méme raisonnement: d(0) = 0 = Rcos(¢) qui s’annule si R =0 ou ¢ = /2 + mm,m € N et
d(1) =0 = Rcos(w + ¢) qui s’annule si R =0 ou ¢ = —w + 7/2 + nm,n € N. Comme on voit
que R # 0 amene a plusieurs valeurs pour ¢ car w ne peut pas étre égal a un multiple de 7

(0 <w < 7), on a donc R =0. Finalement, d(x) = W;"fiﬁ sin(mz).

Calculons la dérivée pour trouver le maximum: d'(x) = W;”_Jig cos(mz) qui s’annule en d'(3)
et d"(z) = —Wg"’_w; sin(rz) donne d”(3) < 0 (7% — w? > 0), donc c’est bien un maximum qui
atteint d(3) = ﬁwfiﬂ



