TRONC COMMUN MATHEMATIQUES

LICENCE 1

UNIVERSITE CLERMONT AUVERGNE







Table des matiéres

I F - T iable réelld 3

I.1 Rappels sur les nombres réels . . . . . . . . . .. 3
L2 Rappels sur les fonctiond . . . . . . . 4
— ... — ; 4

5

[L2.3  Opérations sur les fonctiond . . . . . . o o oo 8

IL.2.4 _Fonctions réciprogues (hors programme TCM) . . . . . . . . ... .. .. ... 9
L3 Fonctionsusuelled . . . . . . .. 11

ﬁ 3.2 Les fonctions puissances. premier épisodd . . . . . ..o 11

M&ﬁm&]ﬂgﬁﬂlﬁmﬁd .............................. 12
iléé_.l La _fonction géggggggjgugl .............................. 14
1.3.5  Les fonctions puissances. second épisodd . . . . . . . . ... 16

IL3.6  Les fonctions trigonométriques et hyperboliqued . . . . . . . . ... ... . ... 17

[L4.2  Définition et proprictés . . . . . o v v o 23

[L4.3  Dérivées des fonctions usuelled . . . . .. . ... ... 23
|I 4.4  Approximation affine d’une f(m(‘tioa ........................ 25

L5 Etude de fonctiond . . . . . o oot 27

29
II.1 Vecteurs duplan . . . . . . . . . . . 29
ML11 Geénéralitéd . . . .. . . .. 29
. , ; 20

30
32
33
I1.2 Vecteurs de Pespacd . . . . . . . . . . . . . 36
[L2.0 Genéralited . . . . . .. ... 36

. : - 37

38
39
42




2 Table des matiéres




Chapitre 1

Fonctions d’une variable réelle

Le principal objet d’étude du cours de Tronc Commun de Mathématiques est la notion de fonction.
Cette notion est évidemment centrale en mathématiques, mais on la retrouve dans toutes les disciplines
scientifiques et méme dans la vie de tous les jours : les fonctions sont partout! Parmi elles, les plus
simples (méme si leur théorie est trés riche) sont celles d’une variable réelle & valeurs réelles. C’est
donc par elles que nous allons débuter notre étude.

I.1 Rappels sur les nombres réels

Dans ’ensemble des nombres réels R, on trouve en particulier

— le sous-ensemble N des entiers naturels, formé a partir de 0 et 1 et de I'addition ;

— le sous-ensemble Z des entiers relatifs, contenant les nombres entiers naturels et leurs oppo-
8és : Z est I’ensemble des nombres qu’on obtient & partir de 0, 1 et des deux opérations addition
et soustraction ;

— le sous-ensemble Q des nombres rationnels, contenant les nombres réels pouvant s’écrire sous
la forme p/q avec p,q € Z ou ¢ est non nul : Q est ’ensemble des nombres qu’on obtient &
partir de 0,1 et des quatre opérations addition, soustraction, multiplication et division.

L’ensemble des nombres réels R contient Q (donc aussi Z et N), mais attention! R ne se réduit pas
4 Q :il y a beaucoup (vraiment beaucoup) de nombres réels qui ne sont pas rationnels (v/2,,e par
exemple) ; on les appelle les nombres irrationnels.

On représente graphiquement R & ’aide d’une droite horizontale sur laquelle on dessine une fléche
pointant vers la droite, dont 'origine est notée 0 et 'extrémité 1. La longueur de cette fléche est
I’échelle de la représentation. Un réel x peut alors étre représenté de deux fagons :

1. sous la forme d’'un point de la droite : z est le point situé & une longueur |z| (pour I’échelle
fixée) du point 0, a droite si > 0, et a gauche si x < 0;

2. sous la forme d’une fleche horizontale (appelée aussi un vecteur) de longueur |x| (pour 'échelle
fixée), pointant vers la droite si > 0, et vers la gauche si z < 0.

0 1
FI1GURE 1.1 — La droite réelle : représentation graphique de R
Les deux représentations sont bien sir liées : le « point » = (1ére représentation) est 'extrémité de la

« fleche » x (2¢éme représentation) dont l'origine est positionnée en 0. Inversement, la « fleche » x est
celle allant du point 0 vers le « point » x.

1. On rappelle que pour un réel z donné, |z| vaut = si z > 0 et —z sinon; voir le §L.3.1] pour plus de précisions.
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4 Chapitre I. Fonctions d’une variable réelle

La deuxiéme représentation, moins standard, est fort utile, car la fléche représentant un réel x peut
glisser le long de la droite réelle : le réel 1 est tout aussi bien représenté par la fléche d’origine le
point 0 et d’extrémité le point 1 que par la fléche d’origine le point 7 et d’extrémité le point 8.

Pour représenter ’addition ou la soustraction dans R, la représentation par les fleches est la plus
adaptée : le réel x 4+ y est donné comme la composée de la fléche = et de la fleche y, c’est-a-dire la
fléche obtenue en plagant l'origine de la fleche y sur 'extrémité de la fleche x. Ceci est illustré sur la

figure [.2

Yy Tty 0 1 z
FI1GURE 1.2 — Représentation graphique de I’addition dans R

Pour représenter graphiquement la multiplication par un réel A, c’est plus simple : par rapport a la
fléche représentant x, celle représentant Az a méme direction si A > 0, direction opposée sinon, et sa
longueur est multipliée par |A|.

I.2 Rappels sur les fonctions

Désormais, dans tout ce chapitre, le terme de « fonction » désignera une fonction d’une variable réelle
a valeurs réelles.

I[.2.1 Définitions et premiéres propriétés
Définition 1.1. Soit f une fonction.

1. L’ensemble Dy des éléments x € R tels que f(x) existe dans R, c’est-a-dire possédant une
image par f, est appelé ’ensemble de définition de f.

2. Le graphe de f est I’ensemble des points de coordonniéesl3 (x, f(x)) pour x € Dy (x sur laze
des abscisses, f(x) sur l'aze des ordonnées).

Remarques 1.2.

1. Il y a plusieurs facons de désigner une fonction. On dira par exemple « la fonction f définie
par (la formule) f(z) =... » ou encore « la fonction f:z+— ... ».

2. Qu’est-ce qui empéche une fonction d’étre définie sur R tout entier 7 Bien souvent cette obs-
truction est liée a la présence (voir la section [[3] pour les définitions)
— d’une racine carrée (symbole / ) : ce qu'il y a sous la racine doit étre positif ou nul;
— d’un dénominateur : il doit étre différent de zéro (on n’a pas le droit de diviser par 0!);
— d’un logarithme : il ne peut s’évaluer que sur les quantités strictement positives.

3. Par convention, lorsque par la suite on écrira f : I — R, on supposera implicitement que I est
inclus dans Dy.

Exemples 1.3.

2. Sauf mention explicite du contraire, tous les graphes de fonctions tracés dans ce polycopié le seront dans le
plan muni d’un repére orthogonal direct, c’est-a-dire d’'un repére ou les axes des abscisses et des ordonnées sont
perpendiculaires et orientés respectivement de la gauche vers la droite et du bas vers le haut.
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1. Dans une entreprise, le montant minimum du salaire brut annuel d’un salarié est de 18000<€ et
le montant de son salaire net équivaut a 75% de celui de son salaire brut. On définit ainsi une
fonction SalaireNet qui & un salaire annuel brut d’un salarié d’'un montant de x euros associe le
montant en euros, SalaireNet(z), du salaire net correspondant par la formule SalaireNet(x) =
0,75 x z. Noter que la fonction SalaireNet n’est pas définie pour x < 18000.

2. Durant une semaine en janvier, on a relevé chaque jour & la méme heure la température sur le
campus des Cézeaux. Les données sont reportées dans le tableau ci-dessous ot les jours de la
semaine sont numérotés de 1 & 7 et la température exprimée en degré Celsius :

jour | 1| 2] 3| 4] 5] 6] 7
température‘ 1‘ 6‘ 9‘ 10‘ —2‘ —3‘ -2

Cela permet de définir une fonction Temp ayant 'ensemble Dremp = {1,2,3,4,5,6,7} pour
ensemble de définition et ou pour tout J € Dremp, Temp(J) est la température (en degré
Celsius) relevée le jour J. Voici, représenté sur la figure [L3] le graphe de la fonction Temp.

)

(=23 e T =)

no w = ot

FI1GURE 1.3 — Graphe de la fonction Temp

1.2.2 Parité, périodicité

Définition 1.4. Soit f une fonction.

1. On dit que f est paire si pour tout x appartenant a Dy, —x appartient aussi a Dy et si de
plus on a l’égalité f(—x) = f(x).
Traduction sur le graphe : une fonction f est paire si et seulement si son graphe est symétrique
par rapport a l'aze des ordonnées.

2. On dit que f est impaire si pour tout x appartenant a Dy, —x appartient aussi a Dy et si de
plus on a l’égalité f(—x) = —f(x).
Traduction sur le graphe : une fonction f est impaire si et seulement si son graphe est symé-
trique par rapport a l'origine O du repére.

3. Une fonction f est périodique de période 1" si d’une part, dire que x € Dy équivaut a dire
que x +T € Dy et si d’autre part, on a Uégalité f(x +T) = f(x) pour tout x de Dy.
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Traduction sur le graphe : une fonction f est périodique de période T si et seulement si le
graphe restreint a deux bandes verticales de largeur T consécutives sont identiques.

Remarque I.5. Ces notions sont utiles dans la pratique : elles permettent de limiter I'étude de
certaines fonctions a des intervalles particuliers. Ainsi pour déterminer les propriétés d’une fonction
périodique de période T, on pourra se restreindre a son étude sur un intervalle (quelconque) de
longueur T

. . . _ 27
ENTRAINEZ-VOUS | La fonction t — cos(wt + @) est périodique de période T = —. (On pourra se
w
reporter au §L.3.0 pour des rappels sur la fonction cosinus.)

REPONSE  En effet, elle est définie sur R tout entier et pour tout ¢ € R, on a

cos(w(t+T) + ¢) = cos(wt + 27 + ¢) = cos(wt + ).

Remarque I.6. Une fonction n’est pas forcément paire ou impaire (penser par exemple a la fonc-
tion x + 22 + = qui n’est ni paire, ni impaire). Cependant toute fonction f définie sur R s’écrit
de maniére unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire. Cela résulte de
I’égalité suivante, valable pour tout x € R :

1

F(@) = 5 (f@) + F=2) + 5 (f(&) — f(-a)).

/

Vv
paire impaire

\J

\J

FIGURE 1.4 = Graphe d'une fonction paire FI1GURE [.5 — Graphe d’une fonction impaire

FIGURE 1.6 — Graphe d’une fonction périodique de période T
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Définition 1.7. Soient f une fonction et I un sous-ensemble non vide inclus dans Dy (en général, I
sera un intervalle).

1.

On dit que f est croissante sur I si pour tous x,y appartenant a I tels que x >y on a f(x) >
f().

On dit que f est décroissante sur I si pour tous x,y appartenant a I tels que © > y on
a f(z) < f(y).

On dit que f est strictement croissante sur I si pour tous x,y appartenant a I tels que x >y

on a f(x) > f(y).

. On dit que f est strictement décroissante sur I si pour tous x,y appartenant & I tels

que x >y on a f(x) < f(y).

Ces propriétés se lisent facilement sur le graphe de f (voir figures [ 7 et [L8).

FI1GURE 1.7 — Graphe d’une fonction crois-

A

\J

FI1GURE 1.8 — Graphe d’une fonction décrois-
sante

sante

Définition 1.8. Soient f une fonction et I un sous-ensemble non vide inclus dans Dy (en général, I
sera un intervalle).

1.

On dit que f est majorée sur I s’il existe un réel M tel que, pour tout x appartenant a I, on
a f(z) < M. Dans ce cas, on dit que f est majorée par M sur I.

Traduction sur le graphe : f est majorée par M sur I si le graphe de f sur I se situe en
dessous de la droite horizontale d’équation y = M.

On dit que f est minorée sur I s’il existe un réel m tel que pour tout x appartenant a I on
a f(z) > m. Dans ce cas, on dit que f est minorée par m sur I.

Traduction sur le graphe : f est minorée par m sur I si le graphe de f sur I se situe au-dessus
de la droite horizontale d’équation y = m.

On dit que [ est bornée sur I si f est a la fois majorée et minorée sur I.

Traduction sur le graphe : f est bornée sur I si le graphe de f sur I se situe entre deux droites
horizontales.

Il arrive parfois qu'une valeur prise par une fonction corresponde & un majorant ou & un minorant.
On parle alors d’extremum. La définition suivante précise le vocabulaire.

Définition 1.9. Soient f une fonction et I un intervalle inclus dans Dy.
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\J

FI1GURE 1.10 — Graphe d’une fonction bornée

1. On dit que f présente un maximum sur I en xg € I si f est majorée sur I par f(xg).
Traduction sur le graphe : Concrétement, la fonction f présente un maximum sur I en xqy Si
le graphe de f sur I se situe en dessous de la droite horizontale d’équation y = f(xo).

2. On dit que f présente un minimum sur I en xg € I si f est minorée sur I par f(xo).
Traduction sur le graphe : Concrétement, la fonction f présente un minimum sur I en xq si
le graphe de f sur I se situe au-dessus de la droite horizontale d’équation y = f(xo).

8. On dit que f présente un extremum sur I en xg € I si elle présente soit un mazimum, soit
Un MINIMUM en ce point.

Traduction sur le graphe : La fonction f présente un extremum sur I en xq si la droite d’équa-

tion y = f(xy) est soit au-dessus, soit en dessous du graphe de f sur I.
[.2.3 Opérations sur les fonctions

Soient f et g deux fonctions.

Définition 1.10. On définit la somme f + g et le produit fg des fonctions f et g par les formules
naturelles suivantes (f + g)(z) = f(x) + g(z) et (fg)(x) = f(x)g(x). Leur ensemble de définition est

Diig=Dyg={z €R tel que x € Dy et & € Dy} = Dy N Dy.

On donne désormais la définition et quelques propriétés de I'importante notion de composition de
fonctions.

Définition 1.11. Soit I un sous-ensemble de Dy. On suppose que pour tout élément x de I, f(x)
appartient ¢ Dy. On appelle composée des fonctions f et g, et on note go f, la fonction définie sur I

par la formule (go f)(z) = g(f(z)).
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Si x est dans I, alors par hypothéses, d'une part € Dy et donc f(r) a bien un sens et, d’autre
part, f(z) est dans Dy et g(f(x)) a donc bien un sens également. Ainsi, tous les éléments de I sont
dans I’ensemble de définition de la fonction g o f.

A Attention ! L’ordre de composition a de I'importance.

Lorsqu’on calcule (go f)(x), on commence par appliquer f & z, puis on applique g a f(x). Le procédé
est illustré dans le diagramme ci-dessous :

On n’a donc pas (pour deux fonctions f et g quelconques) go f = f o g. D’ailleurs, si I'une de ces
deux fonctions est bien définie, I’autre ne 'est pas forcément. . .

A Attention ! Ne pas confondre « produit » et « composée », c’est-a-dire ne pas confondre les deux
fonctions fg (= f x g) et fog.

Exemples 1.12.

1. On considére la fonction i définie sur 'intervalle [1, +o00[ par la formule h(z) = /& — 1. Alors
onah=gofoufetgsontles fonctions suivantes

fil, 40 — [0,400]; g:]0,+00[ — [0,+00].
x — z—1 xr — Wz

. 1
2. Etant donnée une fonction f de R dans R, on définit la fonction — par la formule

f
By

1
C’est donc la composée de f avec la fonction z — —. Son ensemble de définition est
x
Dyjp ={r € R tel que v € Dy et f(x) # 0}.

3. Il y a toujours plusieurs fagons d’écrire une fonction donnée comme composée d’autres fonc-

1
tions. Par exemple, la fonction h définie par la formule h(x) = m peut se décomposer
T
des deux fagons suivantes :
xli>1+x2i>h(x); xIL(l—l—:UQ)?’&h(:U)

k 1 1
ol g1(z) = -3 ¢t g2(x) = e

I.2.4 Fonctions réciproques (hors programme TCM)

Soient I et J deux sous-ensembles non vides de R (en général ce seront des intervalles) et f: 1 — J
une fonction. On a la définition suivante :
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Définition I1.13. On dit que f : I — J est bijective de I dans J si pour tout élément y € J, il
existe un unique x € I tel que f(x) =y.

Remarque 1.14. Noter qu’il y a deux affirmations dans cette définition : d’une part, [’existence d’un
élément x € I tel que f(z) =y (on dit que x est un antécédent de y) et d’autre part ['unicité d'un
tel élément.

Supposons f : I — J bijective de I dans J. Dans ce cas, on peut définir une fonction, appelée
fonction réciproque de f et notée f~! de la facon suivante :

g — I
y +— xoux est 'unique antécédent de y par f

On notera que la fonction f~! est elle-méme bijective et sa fonction réciproque est la fonction f dont
on est parti: (f~1)7! = f.

1
Attention ! Ne pas confondre f~! (la fonction réciproque de f) et 7 (inverse de f).

Supposons que I soit un intervalle de R et f une fonction strictement monotone définie sur I (c’est-
a~dire strictement croissante ou strictement décroissante). Alors, f réalise une bijection de I dans son
image, notée J :

J=fI)=A{f(x); x €I} ={y € R tel qu'il existe x € I vérifiant f(z) = y}.

On suppose f : I — J bijective. On a alors (f 1o f)(z) = 2 pour tout € I et (fo f~!)(y) = y pour
tout y € .J. Le graphe de la fonction f~! se déduit ainsi facilement de celui de f (et réciproquement) :
c’est son symétrique par rapport a la droite d’équation y = x, comme illustré sur la figure .11l On vé-
rifie également que la réciproque d’une fonction strictement croissante (resp. strictement décroissante)
est encore strictement croissante (resp. strictement décroissante).

fonction réciproque f~*

I
A !
| y=z

fonction f

\J

FI1GURE 1.11 — Graphes d’une fonction bijective et de sa fonction réciproque
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1.3 Fonctions usuelles

Dans cette section, on donne la définition et les propriétés importantes de certaines fonctions dites
usuelles. La plupart des fonctions que l'on considére dans ce polycopié ou dans les exercices sont
obtenues A partir des opérations sur les fonctions rappelées aux paragraphes [.2.3] et [[2.4] appliquées
aux fonctions usuelles. Il est donc important de bien les connaitre car ce sont les « briques » de base
des fonctions étudiées en Tronc Commun Mathématiques.

1.3.1 La fonction valeur absolue

Définition 1.15. La fonction valeur absolue, notée | |, est la fonction définie pour tout x € R par

la formule
| = r six>0
|l -z siz<O

Le graphe de la fonction valeur absolue est illustré sur la figure [[12l Ses propriétés essentielles sont

x|zl

=N W e O

-5 —4 -3 —2 —1 1 2 3 4 5
F1GURE 1.12 — Graphe de la fonction valeur absolue

données dans la proposition suivante.

Proposition 1.16. Soient x et y deux nombres réels.
1. x| =0 si et seulement si x =0 ;

-] = ] ;

eyl = faf - Tyl ;

ety <zl + |y| (inégalité triangulaire) ;

G N L

Nl = Jyl| < |z =yl

Remarque 1.17. Noter que la fonction valeur absolue ne prend que des valeurs positives ou nulles.
Intuitivement, elle mesure une longueur ou une distance : voir la représentation graphique de R
proposée au §77.

I.3.2 Les fonctions puissances, premier épisode
Si n est un entier strictement positif, la fonction  — x™ est strictement croissante sur [0, 4o00].

Définition I.18.

1
1. Sin est un entier strictement positif, on définit x — x=" sur R\ {0} par 27" = —. C’est
x
une fonction strictement décroissante sur ]0,+ool.

2. Sin =0, par définition, la fonction x — 2V est la fonction définie sur R qui est constante
€gale a 1.
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3. Sin est un entier strictement positif, on définit x — xY/™ de [0, +oo[ dans [0, +o0o[ comme
la fonction réciproque (voir de la fonction © — x™ (qui est strictement croissante
sur [0, +00]). C’est une fonction strictement croissante sur [0, +oo[. En particulier, pour n = 2
et x € [0, +oo on a /x =2 (pour n >3, on écrit aussi xY/™ = /x).

4. Tout nombre rationnel o non nul s’écrit de facon unique sous la forme a = % avec q entier
strictement positif et p un entier tels que p et ¢ n’ont pas de diviseur commun. On définit la
fonction x — x% sur ]0,4o00[ par & = (ml/q)p = (xp)l/q, c’est-a-dire soit la composée des
fonctions © — xY/1 et x — xP, soit la composée des fonctions x — xP et x — /1.

A Attention ! Ne pas confondre les fonctions x — 7" et z — z2/™.

1
Par exemple, on a z72 = — sur R* et z'/? = \/z sur [0,+00[. On verra an §L3.5 qu’il y a une

T
définition naturelle, a ’aide de la fonction exponentielle, des fonctions x —— x® pour « réel non
nécessairement rationnel.

Le graphe de certaines fonctions puissances est illustré a la figure [L13

A y=x

ot

F1GURE 1.13 — Graphes de quelques fonctions puissances

I.3.3 Les fonctions logarithmes

On donne ici un simple apercu de la fonction In et de ses premiéres propriétés.

Rappel :
La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur |0, +o0o[. Elle est strictement croissante sur
cet intervalle, prend la valeur 1 en le réel e = 2, 71828, et vérifie la propriété fondamentale suivante :

Pour tous z,y €]0,+o0[, In(zy) = In(x) + In(y). (1)

La fonction In (comme les « autres » fonctions logarithmes que on introduira aprés) s’annule en 1.

Elle vérifie 'égalité fondamentale In’(x) = L pour tout 2 > 0 (voir le paragraphe [ pour des rappels

T
sur les dérivées) et In(1) = 0 (c’est méme la seule fonction vérifiant ces deux propriétés). Son graphe

a l'allure donnée par la figure [[14

Proposition 1.19. On a les égalités suivantes :
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FIGURE 1.14 — Graphe de la fonction logarithme népérien

= —Inxz pour tout x > 0.

= —In(y), pour tous x,y strictement positifs.
3. In(z*) =alnz pour x>0 et a € Q.

Remarque 1.20. Ces formules se déduisent de la formule fondamentale (). Lorsqu’au §L.3.5 page
on aura étendu la définition de la fonction x — x® aux exposants « réels, on verra que la formule (3))
de la proposition ci-dessus s’étend également a cette situation plus générale.

Dans beaucoup d’applications (en chimie notamment pour les calculs de pH), on préfére utiliser la
fonction logarithme décimal, notée log. Cette fonction est définie sur |0, 400 par la formule

log(z) = In(z).

In(10)

En d’autres termes, c’est simplement la fonction In multipliée par la constante

i t
n(10) (qui vau

environ 0,434). Elle vérifie donc la méme propriété fondamentale que In :
Pour tous z,y €]0,+o0[, log(zy) = log(x) + log(y),

et de plus par définition on a log(10) = 1, donc log(10™) = n pour tout entier n et donc log(10™z) =
n + log(x) pour tout = > 0 et tout entier n, ce qui rend cette fonction trés utile dans beaucoup de
domaines. Mais la dérivée de la fonction log est moins naturelle (on a log’(z) = m% ¢’est pourquoi
en mathématiques on privilégie la fonction In.

Plus généralement, pour tout nombre réel a > 0, a # 1, on peut définir une fonction logarithme en
In(x)
In(a)
culier, log, = In et log;, = log. La fonction log, est particuliérement utilisée en informatique. Les
fonctions logarithmes ont de multiples intéréts pratiques, dans des domaines trés divers. On en donne

quelques-uns dans les exemples ci-dessous.

base a : il s’agit simplement de la fonction définie par la formule log,(z) = On a en parti-

Exemples 1.21.
1. L’échelle de Richter sert & quantifier la puissance d’un tremblement de terre : pour évaluer

A
sa force, on cherche a mesurer le rapport 1 ou A représente 'amplitude maximale relevée
0
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par le sismographe et Ay une amplitude de référence. L’échelle de Richter est une échelle
logarithmique : la magnitude dite de Richter utilise le logarithme décimal et est définie par la

A
formule : M = log A — log Ag = log <A_> (pour étre précis, on prend pour A I'amplitude
0

maximale des ondes sismiques & 100 kilométres de la zone la plus violemment atteinte par le
tremblement de terre, appelée I’épicentre).

Ainsi, par exemple, cela signifie que les ondes sismiques d’un séisme de magnitude 6 ont une
amplitude dix fois plus grande que celles d’un séisme de magnitude 5.

L’intérét d’utiliser une échelle logarithmique est clair : il permet de quantifier avec des “petits
chiffres” I’écart d’amplitude des tremblements de terre : en pratique, ’échelle n’est que de 1
a 9 méme si elle est théoriquement illimitée. Le plus fort séisme mesuré a eu lieu au Chili, en
1960, d’une magnitude de 9,5 sur I’échelle de Richter. A titre de comparaison, la chute d’une
brique d’une hauteur de 1 métre provoque un tremblement de terre d’une magnitude de —2
sur ’échelle de Richter. Faites le calcul : cela signifie que les ondes provoquées par le séisme
au Chili ont eu une amplitude 316 milliards de fois plus importante que celle provoquées par
la brique... Il est donc bien plus commode d’employer une échelle logarithmique.

. De méme, on utilise une échelle logarithmique pour mesurer le degré d’acidité ou de basicité

d'une solution : on définit le pH d’une solution par pH = —log([H™"]), ot [H*] indique la
concentration d’ions H3O™" en moles par litre de la solution...

ENTRAINEZ-VOUS | En acoustique on mesure en décibels (dB), par la formule 10log <%>, un son
0

émis d’une puissance Py relativement a une puissance de référence Py. Si une trompette émet un son
de 60dB, combien de décibels émettent deux trompettes ?

REPONSE  Si le son émis par une trompette est de 10log (%) = 60dB, celui émis par deux trompettes

sera de

2P,
10log (?1) =60 + 101log(2) ~ 63dB
0

et non pas de 120dB!

I.3.4 La fonction exponentielle

Comme pour le logarithme, on présente la définition et les propriétés essentielles de la fonction exp.

Définition 1.22. La fonction exponentielle, notée exp, est la fonction réciproque (voir de
la fonction In (qui, rappelons-le, est strictement croissante sur |0,+oc[). Elle est définie sur R.

Notation : On note souvent, et on utilisera cette notation dans la suite, exp(x) = €”.

Remarque 1.23. En Terminale on a défini la fonction exp comme 'unique fonction vérifiant f'(z) =
f(z) pour tout x € R et f(0) = 1. Les deux définitions sont bien entendu équivalentes.

Elle vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.24.

1.

Pour tout x € R, on a e* > 0.

2. Pour x € R, on aln(e”) = x.

8. Pour x>0, onae

4

Inz _ x.

=1 el =e.
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y = In(z)

——
5 6 7 8 9 10 11 12

FI1GURE 1.15 — Graphes des fonctions exp et In

Par définition, le graphe de exp s’obtient & partir du graphe de In en en faisant la symétrie par rapport
a la droite d’équation y = z (voir §L.2.4)). Tl est représenté sur la figure [[15l
La fonction exponentielle vérifie la propriété fondamentale suivante :

Pour tous z,y € R, 1Y = e%e?. (2)

Proposition 1.25. On a les formules suivantes :

1. Pourtoutz €eR, onae ™ =—;

e$

2. Pour x,y appartenant ¢ R, on a e Y = por
e

3. Pour x € R et a rationnel, on a e*® = (&%),

Remarque 1.26. Ces formules se déduisent de la formule fondamentale (2)). Comme précédemment,
lorsqu’au §L.3.5] page [I6 on aura étendu la définition de la fonction x — x aux exposants a réels, on
verra que la formule (3) de la proposition ci-dessus s’étend également a cette situation plus générale.

Tout comme les fonctions logarithmes, la fonction exponentielle est trés utile dans des domaines
variés. Ses propriétés différentielles (elle est égale a sa propre dérivée) expliquent que les lois vérifiées
par certaines grandeurs qui croissent ou décroissent a une vitesse proportionnelle & leur « taille »
s’expriment comme des multiples de fonctions exponentielles : c’est entre autres le cas de la croissance
d’une population, des intéréts composés continus en économie, ou encore de la décroissance radioactive
d’un matériau.

Exemples 1.27.

1. Le phénoméne de désintégration radioactive est aléatoire : si on considére un noyau donné, il
est impossible de prédire & quel instant la désintégration va se produire. Le nombre de désin-
tégrations qui se produisent a un instant donné est proportionnel au nombre d’atomes N (t)
encore radioactifs a cet instant. Ce nombre décroit au cours du temps et I’équation vérifiée
par N(t) est

N(t) _ N()ei(ln2)t/T,
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ou T est le temps au bout duquel la moitié des éléments radioactifs se sont désintégrés. Selon
les noyaux radioactifs concernés, cette période est trés variable : quelques secondes, quelques
heures, plusieurs jours, voire des centaines d’années et méme des milliards d’années.

Ainsi, au bout de deux périodes, il reste un quart des noyaux radioactifs d’un radioélément.
Au bout de trois périodes, il reste un huitiéme des noyaux radioactifs d’un radioélément. Au
bout de dix périodes, il reste environ un milliéme des noyaux radioactifs d’un radioélément.

2. La valeur d’'un placement en banque & intéréts continus augmente a chaque instant de fagon
proportionnelle & la somme présente : si par exemple une somme augmente de 3% par an, alors
la valeur & chaque instant de la somme placée est donnée par la formule

S(t) _ Soetln(l,O?))

ou Sy est la somme initiale, et ¢ le temps compté en années. Prenons un exemple : si S(0) =

1000€, on aura S(1) = 1030-€ au bout d'un an, puis S(2) = 1060,9<€ au bout de deux ans...

et S(10) = 1343,91€ au bout de 10 ans, S(100) = 19218, 63<€ si on laisse la somme 100 ans,

et au bout de 1000 ans elle sera égale a environ 6874 milliards d’euros!!!

Constatez bien que ce n’est pas linéaire! Les intéréts sont moins grands si on place deux fois

une somme Sy pendant 6 mois que si on place cette somme Sy pendant un an!
Remarque 1.28. Si une banque propose un emprunt mensualisé & 6% par an, elle devrait faire
rembourser une somme égale a Sy (t) = SpenL06) oy ¢ est le temps compté en années et ol Sj est la
somme initialement prétée. En fait il arrive qu’elle raisonne de fagon linéaire, avec la formule Sy(m) =
Spen1,005)m oy 1y est le temps compté en mois (en considérant que 6% par an correspond a 0,5%
par mois). Faites le calcul : avec la premiére formule, vous devez rembourser au bout d'un an la
somme S1(1) = 1,065, alors qu’avec la deuxiéme vous aurez a rembourser Sp(12) = Spe!?n(1,005)
environ égal & 1,0625,. Certes la différence est faible, mais sur un emprunt de 20 ans, la somme &
rembourser est dans un cas environ égale a 3,215y, alors que dans I'autre elle est de 6,025y !!!

I1.3.5 Les fonctions puissances, second épisode

On a défini au §L.3.2] les fonctions  — %, pour « rationnel. En fait, on a une définition générale a
l’aide des fonctions exponentielle et logarithme népérien :

Définition 1.29. Soit o € R. On définit la fonction x — x® sur )0, +oo[ par la formule
% = exp(aln(x)).

Remarques 1.30.

1. Grace aux propriétés vérifiées par le logarithme et l'exponentielle, si o est rationnel cette
définition coincide avec celle déja donnée au §L.3.2

2. Cela explique la notation, introduite aprés la définition [[22] exp(z) = e*, puisque e* =
exp(zIn(e)) = exp(x).

3. La fonction réciproque de 'application log est définie sur R et est donnée par x — 10* =
e® ln(lO)'

4. Avec cette définition, on peut vérifier que les formules ([B]) des propositions[[.19et [25]s’étendent
au cas ou « est réel (et non plus seulement rationnel).

Les fonctions exp et In étant strictement croissantes, on en déduit les sens de variations suivants.

Proposition 1.31.

1. St > 0, la fonction x — x est strictement croissante sur )0, +00].
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2. St a <0, la fonction x — x® est strictement décroissante sur |0, 4o0].

3. Sia=0, la fonction x — z° est la fonction constante égale & 1.

L’allure des graphes des fonctions puissances sont représentés sur la figure [[.16] selon la valeur de a.

F1GURE 1.16 — Graphes des fonctions = — z® selon les valeurs de «

Les fonctions puissances vérifient de plus les relations suivantes :

Proposition 1.32. Soient x > 0, et o, B deux nombres réels.
1. zot8 = gogh

o
2. xT%= i = l ;
x® x

o
a—0 _ x_ .

3.z =5

4o 2P = (29)7 = (%),

I[.3.6 Les fonctions trigonométriques et hyperboliques

Munissons le plan d’un repére orthonormé direct (O, _z'>, 7) comme représenté sur la figure [L171 Le
cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1. On place un point M sur ce cercle. La
demi-droite Ox et la demi-droite passant par O et par M déterminent un angle orienté de mesureﬁ Q.
On note cos(«v) 'abscisse de M et sin(a) son ordonnée. Si H désigne le projet éorthogonal de M sur
l'axe Ox (voir pour les définitions), le théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle
OHM fournit alors la relation fondamentale suivante : (cos(a))? + (sin(a))? = 1. Pour alléger les
notations, on note souvent (conformément & une habitude aussi ancienne que répandue) cos?(a) au
lieu de (cos(a))? et de méme sin?(a) au lieu de (sin(«))?. Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité, on écrit
aussi cos a au lieu de cos(a) ou encore cos? a au lieu de cos?(a) (et de méme avec sin). La relation
précédente s’écrit alors :

cos® a +sina = 1. (3)

Comme «a et o + 2k7 sont deux mesures du méme angle pour tout k dans Z, on a

cos(a + 2km) = cos(a) et sin(a + 2kmw) = sin().

3. On exprimera souvent les mesures des angles en radian ; on rappelle que 180° = 7 rad.
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[ (cos(a),sin())

F1GURE 1.17 — Le cercle trigonométrique et les fonctions sinus et cosinus

Autrement dit, les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R et périodiques de période 27 au sens
de la définition L4l A partir de la relation fondamentale (B) et du cercle trigonométrique représenté
sur la figure [[17, on déduit certaines valeurs des fonctions sinus et cosinus en des angles de référence
(du premier quadrant, c’est-a-dire du quart de cercle en haut a droite). Ces valeurs numériques a
connaitre sont données dans le tableau [A.1] de ’annexe, page 53l

De méme, on relie la valeur des fonctions sinus et cosinus en différents angles. Ces relations sont
reportées dans le tableau [A.2] de I’annexe.

Ainsi, on constate que la fonction cosinus est paire et que la fonction sinus est impaire.

ENTRAINEZ-VOUS | A laide des tableauz [A1 et [A2, calculer les valeurs des fonctions sinus et

cosinus aux angles de référence

T 2w 3w 5w 7w bm 4w 3w bmw Twm 1lw

En tout point ou la fonction cosinus ne s’annule pas, c’est-a-dire en tout réel x qui n’est pas de
sin(z)

la forme g+ km ou k € Z, on définit la tangente de x par la formule tan(z) = . Ainsi, la

cos(z)
fonction tan a pour ensemble de définition Dy = {2 € R |  # § + km pour tout k € Z}. Compte-
tenu des propriétés de parité et de périodicité des fonctions sinus et cosinus données ci-dessus, la
fonction tangente est impaire et périodique de période .

ENTRAINEZ-VOUS ! Sur le cercle trigonométrique de la figure [[ 17, ot se lit tan o ? Lorsqu’elle y
est définie, calculer la valeur de la fonction tan en chacun des angles de référence ci-dessus.

Les graphes des fonctions sinus, cosinus et tangente sont représentés sur les figures [L18] [.19] et [L20l
Les fonctions trigonométriques sont trés utilisées dans tous les domaines scientifiques. Les calculs avec
ces fonctions sont « facilités » par le fait qu’elles possédent de nombreuses propriétés (généralement
issues directement de leur définition géométrique). L’annexe de ce document contient une liste des
principales « formules trigonométriques » qu’il est bon de connaitre... ou de savoir retrouver !

Exemple 1.33 (Formules d’addition). Si a et b sont des nombres réels, alors

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
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F1GURE 1.18 — Graphe de la fonction sinus

A

0,5 1

-2

F1GURE 1.19 — Graphe de la fonction cosinus

ENTRAINEZ-VOUS !  Soient a et b deuxr nombres réels. Déduire de I’exemple [[33 ci-dessus des for-
mules pour cos(a — b).
REPONSE  En notant ¢ = —b, on a cos(a — b) = cos(a + ¢). On peut alors utiliser la relation cos(a + ¢) =
cos(a) cos(c) — sin(a) sin(c). On sait par ailleurs que cos(c) = cos(—b) = cos(b) et sin(c) = sin(—b) = —sin(b).
On en déduit

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

Définition 1.34. Soit x € R. On définit la fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou parfois
cosh) par la formule :
e® + e~

2
Remarque 1.35. La fonction ch, définie sur R, est paire. C’est méme « la partie paire » de la fonction
exponentielle (voir la remarque [[.G]). La fonction ch intervient en physique. C’est en effet elle qui donne

ch(x) =
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A

A = tan(z)
Pal
31
51
14

_53_77 —r :E ™ m 3_7T =
2 2 2 2

—1 71
-2 T
-3 71
—4 1
_5

F1GURE 1.20 — Graphe de la fonction tangente

l’équation de la courbe que fait une chainette tenue par ses deux extrémités : y(x) = ach (%) ou a
est une constante dépendant des paramétres physiques de la chainette.

De la méme facon, on définit la fonction sinus hyperbolique comme « la partie impaire » de la fonction
exponentielle.

Définition 1.36. Soit x € R. On définit la fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou parfois sinh)
par la formule :

Les fonctions hyperboliques ont certaines propriétés relativement similaires aux fonctions trigonomé-
triques (ceci est di au fait qu’on peut aussi définir les fonctions trigonométriques en utilisant les
exponentielles, mais avec des variables complexes). Une liste des propriétés usuelles des fonctions
hyperboliques est donnée dans I’annexe [B] page A titre d’exemple, voici comment on démontre la
propriété suivante :

ENTRAINEZ-VOUS | Montrer que pour tout x,y € R, on a

sh(z 4+ y) = sh(z) ch(y) + ch(z) sh(y).
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REPONSE  En effet, on a

1 1
sh(z) ch(y) + sh(y) ch(z) = Z(ez —e ") eV +e )+ Z(ex +e ")(e¥—eY)
1 1
= Z(erw 4 eTTY ey e YY) Z(eery —eTY ey e "7Y)
1

= —(e*tY — e "7Y) = sh(x + y).

1.4 Deérivées

La dérivation sert dans la plupart des applications des mathématiques. C’est I'outil le plus pratique
pour faire I’étude des variations d’une fonction. Comme nous allons le voir, I'idée est de remplacer,
quand on le peut, la fonction par une approximation affine, c’est-a-dire une fonction de la forme
x +— ax + b (dont la courbe représentative est une droite).

I.4.1 Introduction

Voici I’équation donnant D'altitude, en fonction du temps, d’une scorie expulsée par un volcan d’Au-
vergne lors de sa derniére éruption il y a 6000 ans :

h = f(t), avec f(t) = ho — %th + vot, (4)

oll g =9,8m s 2 est 'accélération due a la pesanteur, hg = 1200m est Paltitude du cratére et vy =
30m - s~! est la vitesse verticale d’expulsion de la scorie & linstant t = 0s. Cette équation est
simplement celle obtenue & partir des lois de Newton, en négligeant notamment la résistance exercée
par Dair.

F1GURE 1.21 — Trajectoire de la scorie aprés son expulsion du volcan

Imaginons qu’a I’époque un observateur ait été présent pour faire la mesure de cette altitude en
fonction du temps. Voici le tableau de valeurs qu’il aurait pu remplir :

tens | 0 1 2 3 1 5 6 7 8
henm | 1200 1225,1 1240,4 12459 1241,6 1227,5 1203,6 1169,9 1126,4

D’aprés ces valeurs, on voit que 'altitude maximale de la trajectoire se situe aux environs de 1245 m,
at = 3s. Comment déterminer de fagon précise ce maximum ? Une approche serait de procéder & des
mesures plus fines autour de I'instant ¢ = 3s. On obtiendrait :
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tens 2,900 2,990 2,999 3,000 3,001 3,010 3,100
henm | 1245,791 1245,894 1245,899 1245,900 1245,901 1245,906 1245,911

On voit donc que tg = 3s n’est pas le moment ou l'altitude de la scorie est maximale et que cette
méthode n’est pas prés de nous fournir la bonne valeur. On peut cependant en déduire la vitesse
d’élévation moyenne entre tg = 3s et un autre instant de mesure ¢ en calculant le taux de variation,
donné par le rapport entre ’écart d’altitude et la durée :

Af f(t) = f(to) _ f(t) —1245,9
At t—ty t—3 ’

Bien siir, ce rapport ne peut pas étre calculé pour ¢t = 3s, mais il donne la vitesse d’élévation
moyenne v,y entre to = 3s et tout autre instant de mesure ¢ # 3s :

ten s 2,900 2,990 2,999 3,000 3,001 3,010 3,100
Umoy e mus | 1,090 0,649 0,605 777 0,595 0,551 0,110

Pour compléter ce tableau, on définit la vitesse instantanée a U'instant g = 3's, vinst(to) : Clest la
limite (lorsqu’elle existe) de la vitesse moyenne entre les instants ¢y et ¢, quand ¢ tend vers ty. On

écrit donc : ) — f(to)
ins t = li CASPARTANLYA 0 .
Vinst(to) Jim ==

En utilisant I'expression de f donnée dans (@) on calcule :

f(t) = [f(to)

st (T =1
U@nst( 0) tg% t—to
. ho — 39t + vt — (ho — gt§ + voto)

= lim

o 2 — 2 ol (5)

1 : — Y0

=19 — 591

Y2 I Tk

t—1o)(t+1
:vo—%g lim —( 0)(t +to)
t—to t— to

= vo — glo

On dispose cette fois d’un bon critére pour trouver le point d’altitude maximum : supposons qu’a tg
la vitesse (d’élévation) instantanée de la scorie soit strictement positive. Alors le taux de variation
d’altitude entre ¢y et tout instant suffisamment voisin est strictement positif. En particulier, on peut
trouver t > ty tel que l'altitude f(¢) soit plus grande que celle a ty. Le méme raisonnement montre
que si la vitesse instantanée a t( est strictement négative, I'altitude n’est pas maximale. Ainsi, pour
que tg soit un instant ou l'altitude est maximale, il faut que la vitesse instantanée soit nulle en ¢5. On
trouve alors facilement que ¢y = vg/g = 3,061 s et que l'altitude maximale est 1245,918 m.

Ainsi, une donnée importante pour étudier une fonction f au voisinage d’un point ¢q est

lim =L = lim M_
t*)to At t%to t — to

Lorsqu’elle existe, on appelle cette limite la dérivée de f au point ty, que 'on note f'(tg). Cette
dérivée correspond a la vitesse instantanée en ty. En physique, la d'fj)%rivée de f au point ty est
souvent noti;ie f(to).



|.4. Dérivées 23

Remarque 1.37. Il est clair que I’équation () n’est pas valable a tout instant : au bout d’'un moment, la
scorie retombe sur le sol. Si tg est cet instant, on ne peut plus parler de vitesse instantanée en to : la vitesse
o ) . o f8) = f(to)

yenne entre to et un autre instant changeant brutalement au voisinage de to, la limite lim —————=

t—rto t—to
n’existe pas. La fonction donnant l'altitude de la scorie en fonction du temps n’est pas dérivable en ce

point.

I[.4.2 Définition et propriétés
Donnons & présent la définition et les régles permettant le calcul de la dérivée :

Définition 1.38. Soit f une fonction définie au voisinage d’un point x. On dit que f est dérivable
fl+h)— f(z)
h

en x st le quotient admet une limite quand h tend vers 0. On note alors

Fa) — tim TE ) = @),

h—0 h

Si f est dérivable en chaque point d’un intervalle la,b[, on dit que f est dérivable sur ]a,b[. On note
alors [ la fonction qui a tout réel x €)a,b| associe le nombre f'(x). Si f est dérivable sur|a,b| et si f
est continue sur ]a,b|, on dit que f est continiment dérivable, ou encore que f est de classe C*
sur |a, bl.

flz+h) - f(z)
h

A
n’est rien d’autre que le taux de variation —f de f

Ax

Remarquons que le quotient

entre z et x + h.

Remarque 1.39. Sile graphe d’une fonction continue peut se dessiner sans lever le crayon, celui d’une
fonction dérivable est de plus (on verra au corollaire [[49] qu'une fonction dérivable est en particulier
continue) lisse, c’est-a-dire qu’il ne présente pas de « brisure ».

Exemples 1.40.

1. Montrons que la fonction f : z — z2 est dérivable en xy = 1. Déja, f est définie au voisinage
fA+h)—f(1) _ (A+h)>~1 _ 142h+h>—1
h - h - h

de 1. Puis on a = 2+ h, donc ce taux de variation a bien
une limite quand h tend vers 0. On trouve f’(1) = 2.

En fait on peut généraliser ce raisonnement a tout z € R : puisque
2z + h, on trouve que f est dérivable sur R et que f'(z) = 2z.

fath)—f(@) _ (a+h)?—a? _
D = h

2. La fonction f(t) = ho— % gt? +vpt introduite dans la formule (@) est dérivable sur R : les calculs
sont faits (voir formule ([@)). On a f/(t) = vo — gt.

1.4.3 Dérivées des fonctions usuelles

Dans le tableau [l ci—dessous@, on a listé les dérivées de la plupart des fonctions usuelles vues a la
section [L3l  Une autre fagon de noter la fonction dérivée de f est : f/ = %.

Attention ! Cette notation ne signifie pas que f’ est un quotient, mais rappelle plutot la définition :

af oo Af
g = @)= lm R
Poussons 1'ambiguité plus loin : on écrira méme df = f/(x)dx pour exprimer que Af = f'(z) Az +

o(Ax) en 0 (cette notation signifie que Af — f'(z)Az est négligeable devant Az quand Az tend

4. A de rares exceptions prés (comme les fonctions valeur absolue ou racine carrée), on n’insistera pas sur les
différences (parfois importantes) pouvant exister entre le domaine de définition d’une fonction, son domaine de continuité
et celui de dérivabilité.
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Fonction | Domaine de dérivabilité Dérivée Notation
z" R na” ! neN
1 n n Cne1
=T R\ {0} st neN
x® 10, +o0] ar®™! aecR
sin x R Ccos T
cos T R —sinz
Inx 10, +o0] 1
e R e’
chzx R shz
shx R chz

TABLE I.1 — Fonctions dérivées des fonctions usuelles

vers 0, ou plus précisément que le quotient %ﬁcmx a pour limite 0 quand Az tend vers 0). Cette
notation, appelée notation différentielle, rendra plus naturelles certaines formules et certaines
approximations.

Régles de calculs des dérivées

Dans la pratique, on n’utilise que trés rarement la définition & I’aide du taux de variation pour le calcul
de la dérivée d’une fonction. On préfére en général décomposer la fonction & dériver en une somme, un
produit ou une composée de fonctions usuelles et utiliser le tableau des dérivées des fonctions usuelles
ci-dessus. La dérivée cherchée se déduit alors de régles de calculs que I’on donne maintenant.
Théoréme 1.41. Soient f et g deux fonctions dérivables sur |a,b]. On a :
1. la fonction f 4+ g: x> f(x) + g(x) est dérivable sur]a,b[ et (f +9) =f"+4 ;
2. la fonction f-g: x> f(x)-g(x) est dérivable sur la,bl et (f-g) =f"-g+9 - f;
3. st g ne s’annule pas sur |a,b[, la fonction f/g : © — f(x)/g(x) est dérivable sur ]a,b]
(f)' _fl9—1d
el | =) =——5—.
) g
Corollaire 1.42. Soient f une fonction dérivable sur ]a,b|, et ¢ un réel.
1. La fonction cf : x +— c- f(x) est dérivable sur la,b| et (cf) =cf’;
' !
2. si g ne s’annule pas sur |a,b|, la fonction 1/g est dérivable sur |a,b| et <—> =9
g

Pour démontrer ce théoréme, ainsi que le suivant, il suffit d’utiliser les régles de calculs des limites.

Théoréme 1.43. Soient g :]a,b[—]a, B et f :|a, B]— R deuz fonctions dérivables. Alors la fonction
composée f o g :Ja,b[— R définie par (f o g)(x) = f(g(x)) est dérivable et (fog) =g - (f' og).

Remarque 1.44. La notation différentielle permet de mémoriser facilement la formule précédente,
sous la forme d’une dérivation par étapes : f est une fonction de g, donc df = f'(g)dyg, et g est une
fonction de x, donc dg = ¢'(x) dx ; si on veut dériver f comme une fonction de z via g, on combine
les deux expressions pour trouver : d(fog) = f'(g)-¢' dz, ce qui signifie : (fog) = % =4 f'(9).
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Exemples 1.45.

1. Calculons la dérivée de x — tanz. Comme tanx = 22> puisque sin et cos sont des fonctions

dérivables sur R, on trouve que tan est dérivable en tout point ot cos ne s’annule pas, c’est-a-
dire : tan est dérivable sur son domaine de définition. Pour mémoire, ce domaine de définition
est R privé des réels de la forme 7/2 4+ km, ou k € Z (voir §L.3.6). Puisque cos’z = —sinxz
et sin’ x = cos x, on obtient que si x est dans le domaine de définition de tan, alors

, sin’ z cos z — cos’ rsinx 1 9
tan’ x = = =1+ (tanx)~.
(cos x)? (cos x)?

2. Calculons la dérivée de g : x +— cos (Inz). On remarque que g est la composée de U : x — Inz
et de f : u — cosu. Puisque f est définie sur tout R, le domaine de définition de g est
celui de U, c’est-a-dire ]0,+o0[. Les fonctions f et U sont dérivables sur leur domaine de
définition, donc g est dérivable sur |0, 4+oo[. Enfin, pour z €]0,4+o0c[, on a U'(z) = 1/x et
pour v € R on a f(u) = —sinu. Puisque ¢ = f o U on trouve que pour = €]0,+oc[, on
ag(x)=U'(x) f(U(r) = -2

T

[.4.4 Approximation affine d’une fonction

La propriété fondamentale liée & la dérivabilité d’une fonction est celle de pouvoir faire localement
Papproximation de sa courbe représentative par une droite (la tangente) :

Proposition 1.46. Supposons que f est une fonction dérivable en xqg. Alors, pour x suffisamment
proche de xqg, on peut écrire f sous la forme :

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — o) + (x — x0)e(z — 20), (6)

ot € est une fonction, définie au voisinage de 0, telle que lim e(x — xg) = }ir% e(t) = 0. Autrement
T—TQ —

dit, 'erreur commise en approximant la valeur de f(x) au voisinage de xo par la formule f(xg) +
f(z0)(z — x0) est négligeable (voir la di3 finition de ce terme donnée page [23) devant l'écart x — xg.

Remarque 1.47. La fonction P(z) = f(zo) + f'(z0)(z — zo) est affine (c’est-a-dire est un polynome
de degré au plus 1) : sa courbe représentative est une droite.

La formule (@) permet donc de faire une estimation pratique de f au voisinage de x( avec une formule
du type ax + b a partir de xq, f(zg) et f'(xg) : les coefficients a et b sont donnés par a = f'(z)
et b= f(zo) — f'(z0)zo.

En d’autres termes, on peut faire I’approximation de la courbe représentative de f au voisinage de xg
par une droite. Cette droite est appelée la tangente a la courbe représentative de f en xg. Elle passe
par le point (:co, f(xo)) et a pour pente f’(zg). Son équation est :

y = f(zo) + f'(x0)(x — x0).

Exemple 1.48. Reprenons 'exemple étudié dans l'introduction. Quand on regarde 1’écart entre la
courbe et la tangente, on voit que plus on zoome sur 'instant ty, moins on arrive a faire la différence
entre la courbe et la tangente.

Nous allons comparer les valeurs de la fonction définie en ([l) données dans les deux tableaux de valeurs
avec 'approximation affine obtenue en utilisant la dérivée a l'instant tg = 3 s : I'approximation
de f:t— hg— % gt? + vgt donnée par (6) pour to = 3 est un polynéme du premier degré qui s’écrit :

1
P(t) = f(to) + f'(to)(t —to) = ho + 5gtg + (vo — gto)t = 1244,1 + 0, 6t.
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\j

o

FIGURE 1.22 — Au voisinage du point de coordonnées (xg, f(z0)), le graphe de la fonction f est bien
approché par sa tangente

My
: MO M1
N MO
\Mix
100m om
500m
15 0,055
FIGUREL.24 —t; —ty =2 : FIGURE 1.25 -
t1 —to=0,1 : Décart

I’écart entre la tangente et
FIGURE .23 — ¢ —tp =9 : g
la courbe est d’environ 20m entre la tangente et la

I’écart entre la tangente ) be est d’envi 5
et la courbe est d’environ a l'instant #; CoUTDE st ¢ CHVIToN ommim
a linstant ¢1!

400m a l'instant ¢t

On obtient les valeurs approximatives :

t 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
f(t) | 1200 1225,1 1240,4 1245,9 1241,6 1227,5 1203,6 1169,9 1126,4
P(t) | 1244,1 1244,7 1245,3 1245,9 1246,5 1247,1 1247,7 1248,3 1248,9

ou l'on réalise que 'approximation, relativement correcte pour ¢ = 2 ou 4, est vraiment grossiére
pour les valeurs trop éloignées de tg, alors qu’en faisant les calculs pour des valeurs proches de tg, on

obtient :

t 2,900 2,990 2,999 3,000 3,001 3,010 3,100
f(t) | 1245, 791 1245,894 1245,899 1245,900 1245,901 1245,906 1245,911
P(t) | 1245,840 1245,894 1245,899 1245,900 1245,901 1245,906 1245,960

ce qui montre la qualité de 'approximation au voisinage de tg.

En plus de fournir cette formule simple d’approximation, une autre conséquence de (@) est la suivante :
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Corollaire 1.49. Si f est dérivable en xq, alors elle est continue en xg.

Remarque I.50. Un exemple classique d’une fonction continue mais non dérivable est celui de la
fonction valeur absolue : elle est continue en 0, mais n’y est pas dérivable (le taux d’accroissement
a une limite & gauche égale a —1 et une limite & droite égale & 1, comme 'atteste son graphe; voir

figure [[12]).

I.5 Etude de fonctions

En pratique, pour faire I’étude des variations d’une fonction la proposition suivante est trés utile :

Proposition 1.51. Supposons que f soit une fonction continue et dérivable sur |a,b].

1. f est constante sur [a,b] si et seulement si ' est nulle sur]a,bl;

2. f est croissante sur [a,b] si et seulement si f' est positive ou nulle sur ]a,b|.

3. f est décroissante sur |a,b] si et seulement si f' est négative ou nulle sur |a,b|.
4. Si [ est strictement positive sur ]a, b, alors f est strictement croissante sur [a,b.
5

. Si f" est strictement négative sur |a,b|, alors f est strictement décroissante sur [a,b].

ENTRAINEZ-vOUS | Montrer que pour x > 0 on alnx < x—1, avec égalité si et seulement si x = 1.

REPONSE  Posons f(z) = Inz — (x — 1). C’est une fonction dérivable sur ]0,+oo[ et f'(z) = 1/z — 1.
Autrement dit f’ s’annule en 1, prend des valeurs strictement positives sur |0, 1] et strictement négatives
sur |1,4+o00[. Comme f est continue sur tout intervalle de la forme [a,b] contenu dans |0, +oo[, on en déduit
le tableau de variations suivant. Puisque f(1) = 0, U'inégalité est prouvée. Pour les cas d’égalité, on a déja

x 0 +00

signe de f'(x) +
variations de f / \
— 00 —00

FI1GURE 1.26 — Tableau de variations de la fonction f

(el 2=

observé que f(1) = 0. Soit © > 1 tel que f(z) = 0. Comme f est décroissante sur [1,z] et que f(1) = f(z), elle
doit y étre constante. Si z > 1, cela implique par la proposition précédente que f’ s’annule ailleurs qu’en 1, ce
qui est impossible. On raisonne de la méme maniére pour montrer que f ne s’annule pas sur |0, 1[.






Chapitre 11

Vecteurs et géométrie vectorielle

II.1 Vecteurs du plan

I1.1.1 Généralités

Le plan euclidien sera muni d'un repére orthonormé (O; 7,7 ). La paire de vecteurs (7,7 ) est

appelée une base orthonormée du plan euclidien.
Si A est un point du plan, ses coordonnées dans le repére (O; 7, 7 ) sont les nombres réels x et y tels
que . L

OA=z7+y7.
Les coordonnées d’un point le déterminent complétement. Cela signifie que si A et A’ ont les mémes
coordonnées dans le repére (O; 7,7 ), alors A = A’. En général M (x,y) désignera le point du plan
de coordonnées (x,y) dans le repére (O; 7, 7).
Si 4 est un vecteur du plan, ses coordonnées dans la base (7, 7) sont les nombres réels z et y tels
que

) sont les coordonnées dans le repére (O; 7,7 ) de

<

Ainsi, les coordonnées de U dans la base (
I’unique point A du plan tel que

Les coordonnées des vecteurs ont un comportement linéaire. Cela signifie que pour tous vecteurs
U=x7+yJ, U=a7+1y7 et tout nombre réel \, les égalités

- >

T+ 7T =@+2T+w+y)7,

sont vraies.

~l

29
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Enfin, si A; et Ay sont deux _points du plan de coordonnées respectives (x1,y1) et (z2,y2) dans le
repere (O; 7,7 ), le vecteur AjAs aura pour coordonnées (ro — x1,y2 — y1) dans la base (77,7 ),
c’est-a-dire : .

AjAg = (12 —21)T 4+ (2 — 1) 7.

I1.1.2 Vecteurs colinéaires, déterminant

Deux vecteurs @ = 217 + 41 et U = 227 + 92 J sont colinéaires s’il existe un nombre réel \ tel
que ¥ = AT ou bien ¥ = A\, autrement dit tel que x; = A2, y1 = A\yo ou bien zo = A\z1, ¥y2 = \y1.
Autrement dit, les vecteurs @ et U sont colinéaires quand leurs coordonnées sont proportionnelles,
c’est-a-dire quand

T1Y2 = T2Y1-

Définition II1.1. Le nombre réel x1ys — T2y1 est appelé le déterminant des deur vecteurs U et U
relativement a la base (7, 7). Il est noté :

i ) —> —>
det ou encore det( »y\(u, V). 1
(o o) o (T 7) m
La colinéarité de deux vecteurs peut donc s’énoncer sous la forme :

Proposition I1.2. Dans le plan, deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant
est nul.

Exemple I1.3. Les vecteurs 7 —v/2 7 et —/2 7+ 2 7 sont colinéaires.

Puisque trois points A, B, C' du plan sont alignés si et seulement les vecteurs AB et AC sont
colinéaires, on obtient :

Proposition I1.4. Trois points A, B, C du plan sont alignés si et seulement si det )(Ié, Zfé’) =0.

77
I1.1.3 Produit scalaire dans le plan

Définition II.5.
e Le produit scalaire du plan euclidien est le procédé qui o deux vecteurs W = x17 + y1 7 et
T =x97 +y27 associe le nombre réel

(W, V) = x122 + Y172
e Deux vecteurs U, U du plan euclidien sont orthogonaux (notation : U L V) si
(W, 7)=0.
e La norme d’un vecteur U est le nombre réel positif
17|l = (&, 7).
Par exemple, les vecteurs 7+ 7 et 7 — 7 sont orthogonaux et de norme /2.

Si @,y sont les coordonnées de @ dans la base orthonormée (7, 7 ), on obtient

1 = Va7 + 5

et cette valeur s’interpréte comme la longueur du vecteur u. Plus généralement, si A; et Ay sont deux
points du plan de coordonnées respectives (x1,y1) et (z2,y2) dans le repére (O; 7,7 ), la distance
euclidienne entre les points A; et As est égale & la longueur du vecteur A;As, c’est-a-dire :

dist(A1, A2) = [|[A1 Az = /(22 — 21)% + (y2 — 11)2-
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Propriétés élémentaires du produit scalaire

Proposition I1.6 (Propriétés du produit scalaire). Pour tous vecteurs U, U et W du plan et tout
nombre réel A, on a

v ;
= Uﬁ>+<v,ru> (m) (@7 +@) = (@,7) + (T, )
[

(i
(i

(iti) (4 + U w

(iv) (Z,d)>0et(d,d)=0 si et seulement si U = 0;
(v) Siuw L alors |w + 7|* = ||7|* + || 7]?

(vi) [(, 7)) < @7

La propriété (i) est appelée symétrie, (i7), (4i7) forment la propriété dite de linéarité a gauche. Elles sont immédiates & démontrer
et induisent la linéarité & droite, c’est-a-dire (i7)’, (#44)’ . La propriété (iv) dit que le produit scalaire est défini positif et (v) est
la formulation vectorielle du théoréme de Pythagore : elles sont immédiates. La propriété (vi) est connue sous le nom d’inégalité

de Cauchy-Schwarz et se déduit des précédentes comme suit. Soit € un vecteur du plan de norme 1 (c’est-a-dire (€, €) = 1) et

— — —
posons v’ = (U, € ) €. Alors v’ et ¥ — u’ sont orthogonaux. En effet :

(id), (4i1) @ -

(@ -, Ty — (o) P @ ey - e)? —o.

— —
En appliquant le théoréme de Pythagore aux vecteurs @ — u’ et u/, on trouve

— ) — — —
112 = 17—+ 2 7 =P+ 12 > )2 = (7).

—

On obtient donc, pour tout vecteur @ et tout vecteur € de norme 1, Ii (Z,2)| (*). Maintenant si T = 0,

2 |
- .
€

ealaH Hv

I'inégalité (vi) est évidemment vraie et si T % 0 on applique (*) en choisissant le vecteur
Proposition I1.7 (Propriétés métriques de la norme euclidienne). Pour tous vecteurs U, U du plan
et tout nombre réel A, on a

|Z| =0 si et seulement si & = 0 ;

AR =AM

17 + VI < 7]+ V1]

Les deux premiéres propriétés sont simples & vérifier. La troisiéme propriété est appelée inégalité triangulaire et se démontre en
développant |7 + 7|2 :

12+ TN = 1Z1? +2(2, 7) + I F)* < NI + 202N 1T+ 1712 = (121 + 17T
v
u-+v
u

ENTRAINEZ-vOUS |  Démontrer « l’identité du parallélogramme » :

—> —> 1 —> —> —> —>
(@, 7)) = (W1 + 170 = 17 - 7)) (2)
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)-

s

REPONSE 1l suffit de développer : |7 — T||? = (@ — ¥, 0 — 0 ) = ||7||* + | T||* — 2(¥,

IS

On est quelquefois amené a changer la base du plan dans laquelle on exprime les vecteurs et quand

on change de base, les coordonnées des vecteurs changent aussi. Il est utile de savoir calculer les coor-

données d’un vecteur donné dans une base arbitraire ; lorsque cette base arbitraire est orthonormée,

le produit scalaire permet d’obtenir des formules trés simples.

En effet, soit (€1, €2) une base orthonormée du plan euclidien (c’est-a-dire || €1]| = || €2|| = 1 et
- oL = , - o

(€1, €2)=0), soit © un vecteur et aj, as ses coordonnées dans la base (€71, €2) :

U=a1¢1+a¢s
En faisant le produit scalaire des deux membres de cette égalité par €1 et €2, on obtient :
ap =(u,€1) et ay= (W, €2).
On retiendra :

Proposition I1.8 (Coordonnées d'un vecteur dans une base orthonormée). Pour toute base ortho-
normée (€1, €2) du plan euclidien et tout vecteur U, on a

U= <U, ?1>€1—|—<’l_[, ?2>€2. (3)

I1.1.4 Droites dans le plan

Une droite D du plan peut étre caractérisée de plusieurs facons :
(i) par deux de ses points (non confondus);
(ii) par un de ses points et un vecteur directeur ;
(iii) par un de ses points et un vecteur normal (un vecteur non nul orthogonal a la droite).
Précisons chaque situation.
(i) La droite D passant par les pomts A et B est 'ensemble des points M tels que A, A, B M Sont
alignés, c’est-a-dire tels que AB et AM sont colinéaires et donc tels que det (. )(AB AM ) =

d’apres la proposition ([1.4]).
Equation d’une droite dans le plan passant par deux points

La droite du plan passant par les points A(x4,y4) et B(xp,yp) est I'ensemble des points
M (z,y) qui satisfont I’équation cartésienne

(xp —2a)(y —ya) — (yp — ya)(x — za) = 0. (4)

Cette équation est plus communément présentée sous la forme ax + by 4+ ¢ = 0 et on laisse au lecteur le soin de retrouver
I’expression des constantes a, b, ¢ en fonction des coordonnées de A et B (ces expressions ne sont pas a retenir).

(ii) La droite D passant par le point A et de vecteur directeur d est I'ensemble des points M tels
que AM et d sont colinéaires.

Equation d’une droite du plan passant par un point et de vecteur directeur donné
La droite D passant par le point A(z4,y4) et de vecteur directeur d( , B) est ’ensemble des points
M (x,y) qui satisfont 1’équation cartésienne

a(y —ya) = Bz —x4) . (5)

Méme commentaire que précédemment.
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(iii) La droite D passant par le point A et de vecteur normal 7 est 'ensemble des points M tels
que AM et 7 sont orthogonaux, c’est-a-dire tels que (77, AM ) = 0.

Equation d’une droite du plan passant par un point et de vecteur normal donné
La droite D passant par le point A(z4,y4) et de vecteur normal 77 (a, b) est 'ensemble des
points M (x,y) qui satisfont 1’équation cartésienne

a(x —za) + by —ya) =0.
Méme commentaire que précédemment.

Réciproquement, si D est définie par I’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 alors :
— le vecteur d(—b,a) est un vecteur directeur de D ;
En effet, D et la droite d’équation ax + by = 0 sont paralléles donc elles ont les mémes vecteurs directeurs. La droite
ax + by = 0 passe par 'origine O et par le point M(—b,a), donc d = OM est un vecteur directeur de D.
— le vecteur 7 (a,b) est un vecteur normal de D.
Pour paramé_grer une droite D, on se donne un de ses points, appelonslgz_jl et un vecteur directeur,
appelons le d, et on ogserv‘e> que M appartient & D si et seulement si ﬂ\! et ii, sont colinéaires, ce
qui équivaut, puisque d # 0, & I'existence d’'un nombre réel t tel que AM =t d. Donc,
Parameétrisation d’une droite passant par un poin_t> et de vecteur directeur donné
La droite passant par A(xa,ya) et de vecteur directeur d(c, ) est 'ensemble des points

M(xg+ta,ya +t58) out décrit R . (7)

I1.1.5 Projection orthogonale, distance, aire

Dans le plan, le projeté orthogonal d’'un point M sur la droite D est le point d’intersection de D avec
sa perpendiculaire passant par M.

Proposition I1.9 (Projecgon orthogonale sur une droite). Fizons un point quelconque A sur la droite
D et un vecteur directeur d de norme 1. Alors le projeté orthogonal sur D du point M est le point H
tel que

—>

AH = (AM,d)d. (8)

—

En effet, par définition, H est I’unique point de D tel que HM L d.0Orle point H défini dans () satisfait cette condition :

B 4 P 4

(HM,d)=(AM - AH,d) = (AM,d)— (AH,d ) = (AM,d ) — (AM,d)(d,d )= (AM,d)— (AM,d ) = 0.



34 Chapitre II. Vecteurs et géométrie vectorielle

Connaissant les coordonnées de A, det M , on obtient rapidement les coordonnées de H a l’aide de la relation (8]).

Soit D une droite dans le plan et M un point quelconque. La distance § du point M & la droite D
est le minimum des distances dist(M, P) lorsque P parcourt la droite D. Le théoréme de Pythagore
implique immédiatement que ce minimum est atteint pour P égal & la projection orthogonale de M
sur D. On donne une formule pour cette distance.

Proposition I1.10 (Distance d'un point & une droite). Soit 7 un vecteur normal a D et de norme 1.
Alors
0 = |(AM, 77)| (9)

On a par définition § = |[HM]||. Or HM = AR ot K est le projeté orthogonal de M sur la droite perpendiculaire & D passant
par A. Cette perpendiculaire ayant 7 pour vecteur directeur, on a AK = (AM, ). 7 et par conséquent § = |[(AM, R )|.
. > N , 9 N
Remarque II.11. Puisque (A; d, ) est un repére orthonormé, on a d’aprés (3))
B —_— > > —_— .
AM = (AM,d ) d + (AM, ) 7,

et par suite N . N
|AM|? = (AM, d )* + (AM, 7 )?,

. L. oy . —
ce qui donne une formule évitant 'utilisation du vecteur normal 7 :

R

6 = /1AM P — (AN, d 2. (10)

A Attention ! Si d et 7 sont de norme quelconque, les formules (§)), (@) et (I0) deviennent

ap - M) G s e - L am, 7y = MM (11)
Id]|2 | d? (7]

La notion de projection orthogonale peut étre présentée de facon purement vectorielle. Soit € un

. ’ —> —> P} . g . ’ .
vecteur non nul du plan. L)e projeté orthogonal de w le long de € est I'unique vecteur h colinéaire
a ¢ et tel que € L (¥ — h). Il est donné par la formule :

g <Ua€>—>

ENTRAINEZ-VOUS | Calculer la distance § du point M(1,2) a la droite D passant par A(1,0) et de
vecteur directeur 7 + 7.

—

REPONSE  Le vecteur 7@ = 1/v/2(—7 4+ 7 ) est normal & la droite D et de norme 1. On trouve aussi AM =27
et (7, AM) = /2. On en déduit que § = /2.
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Proposition 11.12 (Alre d’un parallélogramme). Soit P un parallélogramme de sommets A, B, D
et C (c’est-a-dire AB = C'D) Son aire est donnée par la formule :

Aire(P) = |det(7, 7 )(AB AC)|

)

Si H et K désignent respectivement_les les projetés orthogonaux de C' et D sur la droite (AB), Iaire de P est égale a l'aire du
rectangle HKDC, donc Aire(P) = ||C'D|| ||CH||
Si @ est un vecteur orthogonal & CD = AB et de méme norme, nos précédentes formules pour § = ||CH || donnent

AC u —
Aire(P) = ||CD||% = (AC, ).

Or on observe aprés un calcul immédiat en coordonnées que <,A_C", Ty = +det (7, 7) (A_C:7 A—B))

{\
p

Lo C D

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

¢ ————s

A H B K

ENTRAINEZ-vOUS | Soient trois points A(1,1), B(3,2), C(2,4). Calculer l'aire du triangle ABC.

REPONSE On obtient AB = 27 + 7 et AC =7+ 37. L’aire du parallélogramme construit sur ces deux
vecteurs est | det(AB, AC)| =6 — 1 = 5. L’aire du triangle est donc 5/2.

—_
=5 S

Soit W et U deux vecteurs non nuls du plan euclidien. L’angle orienté ( , V) est deﬁm comme étant
I’angle orienté AOB ot A et B sont les points du plan tels que % = OA et T = OB.

Proposition I1.13 (Angle orienté de deux vecteurs du plan). Soit 6 une mesure de l’angle orienté
(W, 7). Les formules
(@, 7) = [[Z[| |7 cos O et det(z,7)(u, V) = || Z[|||7]| sin®

sont vraies.

11 suffit de démontrer les formules dans le cas particulier | @] = ||7]| = 1, car le cas général s’obtient en appliquant ce cas
s s 1 — 1 — . — —> 4 - —

particulier aux vecteurs =i Tl Ecrivons les vecteurs @ et U dans la base orthonormée (7,7 ) :

U =a7+b7, V=27 +y7

. . —> —> N - . ..
Introduisons aussi le vecteur @ = —b7% + a7} et observons que (O; ¥, 1) est un repére orthonormé direct du plan euclidien.
’ b
7 T

repére orthonormé direct du plan

o

Par définition des fonctions sinus et cosinus, on a
U =cos0W +sinfw (13)
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(Pour comprendre, visualisez le cercle trigonométrique ot OU est I'axe des abscisses et 07 ’axe des ordonnées.) En faisant le
produit scalaire des deux membres de 1'égalité (I3) avec i, on obtient :

(&, V) = cos¥,

ce qui donne la premiére formule & démontrer. En faisant le produit scalaire des deux membres de 1’égalité (I3) avec 7, on obtient :

Par conséquent sinf = —bx 4+ ay = det ((; Z/C)

I1.2 Vecteurs de ’espace

I1.2.1 Généralités

%’) orienté dans le sens direct
) est appelé base orthonormeée

L’espace ambiant euclidien sera muni d’un repére orthonormé (O; 7,
(i.e. d’apres la « régle de la main droite » ). Le triplet de vecteurs (7, 7
directe de 'espace ambiant euclidien.

7
k

) )

- .
k majeur

— —> .
1 pouce 7 index

Les coordonnées d’un point A dans le repére (O; 7, 7, 7<:>) sont les nombres réels x, y et z tels que

O—A) T +y7+z7€>.

- > 7

Les coordonnées d’un vecteur @ dans la base (77, 7, k) sont les nombres réels z, y et z tels que
T=a7+yT +2k.

Toutes les observations faites ensuite dans le sous paragraphe [L.1.1] sont valables mot & mot.

On dit que 'espace ambiant est de dimension 3 car il faut trois vecteurs pour former un repére.
Rétrospectivement, le plan est de dimension 2 puisqu’il faut deux vecteurs pour former un repére.
Le prodult scalaire dans lespace se définit fort loglquement comme le procédé qui a deux vecteurs
T=x17+w7 —|—zlk‘ et U =207 +1y27 —|—22k‘ associe le nombre réel

(T, 7) = z122 + Y192 + 21 22.

L’othogonalité et la norme sont définies exactement comme dans la définition [[L5l

Les propriétés du produit scalaire et de la norme sont alors identiques & celles dans le plan : il suffit
de remplacer le mot « plan » par « espace ambiant » dans les propositions [Lf et et de rajouter
de plus un vecteur e3 dans la proposition [L.8l
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I1.2.2 Produit vectoriel dans ’espace ambiant

-> —
Deux vecteurs & = 217 +y1 ] +21k et U = 227 +y2 7 + 22 k sont colinéaires s’il existe un nombre
réel X tel que ¥ = AT ou bien ¥ = A\u, autrement dit tel que 1 = Axa, y1 = Ay2,21 = Az3 ou
bien z9 = Ax1, Yo = Ay1, 22 = A\z1. Autrement dit, les vecteurs @ et ¥ sont colinéaires quand leurs
coordonnées sont proportionnelles, c’est-a-dire quand les trois conditions

Y122 —21y2 =0, 2z1x2 — 2122 =0, T1y2 — 22y1 =0

sont satisfaites. Cela nous ameéne dans le cas général a considérer le vecteur ayant ces trois nombres
2 4 . - > 7
pour coordonnées dans la base orthonormée directe (7, 7, k).

—>

Définition I1.14. Le produit vectoriel des deux vecteurs @ = x1 7 +1y1 74—21? et U = 127 +1o 74—22?
est le vecteur noté U AU défini par

UNT = (y120 — 2192) T + (2102 — 2122) T + (7192 — 1122) K . (14)

Attention ! Le produit vectoriel ne se définit qu’en dimension 3.
Les composantes de @ A U peuvent sembler un peu compliquées, mais on voit qu’il suffit d’en retenir
une : les autres s’en déduisent par permutation circulaire (on remplace = par y, y par z, et z par
On remarque aussi que ces composantes sont des déterminants. Pour en retrouver la formulation, on
peut s’aider du tableau ci-dessous :

I i) T
Y1 | Y2 7
Z1 Z9 ﬁ
AT = det <yl y2) 7 det (”“ x2> 7 4 det <”“ ”) 7
Z1 22 Z1 22 Y1 Y2

-
Ainsi, par construction, ¥ et ¥ sont colinéaires si et seulement si W AT = 0, mais I'intérét du produit
vectoriel vient surtout des propriétés ci-dessous.

Proposition II.15 (Propriétés du produit vectoriel). Pour tous vecteurs U, U et W de [’espace
ambiant et tout nombre réel A\, on a

(i) UAT =—-TU AT,
i) MEAT)=A0)AT =1U A (A\T);
i1) (C+ VAN =UAG+TAND; TAN(T+W)=UAT+UAND;

iv) U AU est orthogonal a U et a U ;
v) Si (U, 7) est une paire orthonormée de vecteurs alors (U, U, 4 AT) est une base orthonormée
de lespace ambiant orientée dans le sens direct (cf la « régle de la main droite » ci-dessus).

La propriété (i) s’appelle antisymétrie, (i¢) et (i4¢) forment la propriété de bilinéarité (c’est-a-dire, linéarité a gauche et a droite).
Les propriétés (iv) et (v) donnent au produit vectoriel toute son importance mais nous admettrons leur preuve.
— >

u NvU
N
U

N
u
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Nous avons vu dans le plan comment calculer 'aire d’'un parallélogramme porté par deux vecteurs.

Dans l'espace deux vecteurs u et ¥ définissent encore un parallélogramme P et

Aire d’un parallélogramme dans 1’espace

Aire(P) = ||d A T

Norme du produit vectoriel.

ENTRAINEZ-VOUS ! %se do*ﬁne trois points O, A(0,1,1) et B(1,0,2). Trouver l’aire du parallélo-
gramme construit sur OA et OB.

REPONSE  Avec OA = 7+ KetOB=7+ 9%, on obtient OAANOB = 27 + 7 - Z, donc cette aire vaut /6.

I1.2.3 Produit mixte et déterminant dans ’espace

Tout comme le déterminant de deux vecteurs dans le plan servait & décider de la colinéarité de deux
vecteurs, le déterminant de trois vecteurs dans 'espace va décider de leur coplanarité.
Quatre points A, B, C, D de 'espace sont dits coplanaires s’il existe un plan qui les contient tous les

quatre et trois vecteurs @, v, w sont dits coplanaires s’il existe des points coplanaires A, B, C, D tels
que

@ =AB, T =AC, @ = AD.

(Cest équivalent a dire qu’il existe un plan auquel o, ¥, @ sont tous les trois paralléles.)
Comme % A U est toujours orthogonal & % et ¥, on peut vérifier que la coplanarité de @, ¥, W est
équivalente & l'orthogonalité de W avec U A U, autrement dit & la condition

(AT, D) =0.

En général, le nombre réel (AT, @ ) n’est pas nul et il est appelé produit mixte des vecteurs @, U, 0.
Nous pouvons en donner une formule & ’aide des coordonnées des vecteurs. Si

U=m7T+yj+ak, T=w7+1p] +nk, W=u37+y37 +2k,

alors
(AT, W) = 1y223 — T122Y3 + Y12223 — Y12223 + 21023 — 214273
Le produit mixte est encore (et surtout) appelé déterminant des vecteurs U, U, @ relativement a la
base (7, 7, k) et noté :
Ty T2 X3
det@»jj)(ﬂ’, T, W) =det | y1 v2 3
Z1 k2 Z3
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Proposition II.16 (Propriétés du déterminant dans l'espace). Pour tout vecteurs @,u',V,w de
lespace et tout nombre réel \, on a
(i) Si on permute deux vecteurs parmi les trois, le déterminant change de signe (par exemple,

det(777’k)(v,u,g):—detﬁ,j’k)(u,v,w)), R
(i1) det(?7773)(u i— zi, zi: w) = det(77_>,z)iu;v;w) + det(?j’z)(u’, U, 0) ;
(vit) det(_l.j’?)( u,v,w) = )\det(?j’z)(u, U, W)

Vous en apprendrez plus sur les déterminants dans un cours sur les espaces vectoriels. Donnons en
pour l'instant quelques applications immédiates. Répétons pour commencer le critére de coplanarité :

Proposition I1.17 (Critére de coplanarité).
(i) Quatre points A, B, C, D de l’espace sont coplanaires si et seulement si

det(?j’z)(AB,AC, AD) = 0;

(1) Trois vecteurs i, U, W de l’espace sont coplanaires si et seulement si det(T > z)(ﬂ), v,w) =0.
b K

Ensuite on s’intéresse au volume des parallélépipédes :

Proposition I1.18 (Volume des parallélépipedes). Soit V un parallélépipéde porté par trois vecteurs

w,7T,W dans l’espace. Son volume est donné par la formule

Volume(V) = |det 773)(1’[, v, W)l

T,

, 2, P oy
péde construit sur les vecteurs OA, OB et OC' est égal a 2.

l

ENTRAINEZ-vOUS | Soient A(1,1,0), B(0,2,1) et C(0,0,1). Montrer que le volume du parallélépi-
t

I1.2.4 Plans et droites dans I’espace
Plan dans I’espace : caractérisation et équation cartésienne

Un plan P de l'espace peut étre caractérisé de plusieurs fagons :
(i) par trois de ses points non alignés;
(ii) par un de ses points et une base vectorielle de ce plan (c’est-a-dire deux vecteurs non colinéaires
et paralléles a ce plan);
(iii) par un de ses points et un vecteur normal (un vecteur non nul orthogonal au plan).
Précisons chacune de ces situations, dans I'ordre qui nous convient.
(iii) Le plan P passant par le point A et de vecteur normal 77 est l’en_se)mble des points M de
'espace tels que AM et 7 sont orthogonaux, c’est-a-dire tels que (AM, ) = 0. Donc,

Equation cartésienne d’un plan passant par un point et de normale donnée
Le plan P passant par le point A(za,z4,z4) et de vecteur normal 7i(a,b,c) est Pensemble des
points M (x,y, z) satisfaisant 1’équation cartésienne

a(x —xa)+b(y —ya) +c(z — z4) = 0. (15)
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ST

(i) Si ¥ et U sont deux vecteurs non colinéaires et paralléles & P, alors @ = ¥ A U est non nul
et orthogonal & P. Donc d’aprés ce qui précede

Equation cartésienne d’un plan passant par un point et de base vectorielle donnée
Le plan P passant par le point A et de base vectorielle (7, 7) est 'ensemble des points M de

, S
I’espace qui satisfont

(T AT, AM ) = det » 3 (7, T, AM) = 0. (16)

La connaissances des coordonnées de u, U et A permet d’écrire une équation cartésienne a partir de cette équation.
(i) Soit A, B,C trois points de P non alignés. Un point M de l'espace est dans le plan P si et
seulement si A, B, C, M sont coplanaires, donc

Equation cartésienne d’un plan passant par trois points non alignés
Le plan P passant par les points A, B, C est ’ensemble des points M de I'espace qui satisfont

det(.{?z)(ﬁ,m,m) =0. (17)

Méme remarque.

ENTRAINEZ-VOUS |  Assurez-vous de savoir jongler entre ces trois points de vue.

ENTRAINEZ-VOUS | Trouver ’équation du plan passant par O, A(0,1,1) et B(1,0,2).
REPONSE Ce plan passe par O et il est normal & OANOB = 27+ 7 — ¥. Son équation est donc 2x+y—2z = 0.

Il est parfois utile de paramétrer un plan P. Pour cela, il faut se donner un point A et une base
vectorielle U (a, 3,7), @' (c/, B',7') de ce plan. Le plan P est 'ensemble des points M de I'espace pour
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lesquels il existe des nombres réels t et t’ tels que
AM =tud +t'd’.

Autrement dit
Paramétrage d’un plan dans 1’espace
Le plan P passant par A(z4,ya,24) et de base vectorielle @ (a, 3,7), ©@'(c/,5',7') est 'ensemble
des points

M(za+ta+ta,ys+tB+t' 8,24 +ty+ty) outett décrivent R.

Droite dans I’espace : caractérisation et systéme d’équations cartésiennes

Une droite dans I’espace est caractérisée en général par :
(i) soit la donnée d’un de ses points et d’un vecteur directeur;
(ii) soit l'intersection de deux plans non paralléles.

Systéme d’équations cartésiennes d’une droite dans 1’espace

Si la droite D est l'intersection des plans d’équations cartésiennes a1x + b1y + c1z = di et asx +
bay + coz = dy alors D est ’ensemble des points M (z,y, z) de I'espace dont les coordonnées satisfont
le systéme d’équations

as® + boy + coz = dy .

{alx + b1y +c1z=d;

e Si la droite D est définie par un point A(xa,ya,24) et un vecteur directeur (c, 3,7), on peut
toujours déterminer deux vecteurs 77,75 non colinéaires et orthogonaux & . Les plans Py et P
définis respectivement par A, W,n; et A, @,ns sont d’intersection D. Comme on sait par le sous-
paragraphe précédent déterminer des équations cartésiennes de P, et P, on accéde encore & un
systéme d’équations cartésiennes de D.
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Alternativement, on peut utiliser le point A et le vecteur @ pour paramétrer D, puisque M appartient
a D si et seulement si il existe un nombre réel ¢ tel que AM = tu. Ce qui donne :

Paramétrage d’une droite dans ’espace
La droite D passant par A(xa,ya,z4) et de vecteur directeur u(«, 3,7) est 'ensemble des points

M(xg+ta,ys +t8,2z4 +ty) ou t décrit R.

On peut aussi passer du paramétrage au systéme d’équations cartésiennes par des substitutions « sup-
primant » le paramétre ¢. Illustration dans I'exercice suivant :

ENTRAINEZ-VOUS ! On donne le point A(1,2,—1) et le vecteur & = 7+ 7 + %. Trowver deuz plans
dont lintersection est la droite D passant par A, de vecteur directeur U

=1+t
REPONSE Les équations paramétriques de D sont ¢ y =2+t . On exprime ¢ en fonction de = avec la 1ére
z=—-1+1

équation : t = x — 1, et on le remplace dans les deux suivantes, qui deviennent

r—y+1=0
r—z—2=0

Ce sont les équations de deux plans qui se coupent en D. On peut vérifier que le point A appartient bien a ces
deux plans.

I1.2.5 Projection orthogonale, distance

Par analogie avec la définition dans le plan, le projeté orthogonal d’un point M sur la droite D est le
point d’intersection de D avec le plan orthogonal & D passant par M.

Eroposition I1.19 (Projection orthogonale sur une droite dans l’espace). Soit A un point de D et
d un vecteur directeur de D de norme 1. Alors le projeté orthogonal du point M sur la droite D est
le point H tel que

—

AH = (AM,d)d.

Encore une fois, H est caractérisé par la propriété d’étre I'unique point de D tel que HM L d.

La distance ¢ entre M et D est égale a la norme de HM qui se déduit des normes de AM et de AH
grace au théoréme de Pythagore (cf remarque aprés la proposition [LI0 et la formule ([I0)), d’ou

Distance d’un point & une droite dans ’espace

6=/ AM P — (AM, 2. (18)

Le projeté orthogonal d’un point M de ’espace sur un plan P est le point d’intersection de ce plan
avec sa droite perpendiculaire passant par M.
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Comme dans le plan euclidien, on obtient

Proposition I1.20 (Projection orthogonale sur un plan). Soit P le plan passant par le point A
et de base vectorielle €1, €2 que l'on supposera orthonormée (c’est-a-dire || €1|| = || €2l = 1 et
(€1,€2) =0). Alors le projeté orthogonal du point M sur le plan P est le point H donné par

_ > a——

AH = <AM, 81 >E>1 + <AM, €2>€2

L’hypothése « €1, €2 est orthonormée » est nécessaire dans cet énoncé et la base vectorielle de P
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dont on dispose ne l’est pas forcément, mais on peut obtenir une base vectorielle orthonormée a partir
d’une base vectorielle quelconque grace au procédé suivant. Pour cela :

Proposition I1.21 (Procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt). Soit (i, V) une base vec-
torielle de P. Les vecteurs €1, €9 obtenus a l'issue des opérations suivantes
— remplacer U par €1 = ”%[”1_[;

1>€1 ;

—>/ — —
— remplacer ensuite U par €4 = U <v

— remplacer enfin €4 par €9 = (1/|e 2”
forment une base vectorielle orthonormée du méme pl(m P.
En effet, on constate successivement que :
—>
— €1, €2 sont de norme 1;
— €1 et €% sont orthogonaux (calculez (€1, €45) pour vous en assurer) et donc €1 et €2 également ;

— les vecteurs €1, €2 sont paralléles & P, car les actions consistant & ajouter deux vecteurs paralléles & P ou & multiplier
un vecteur paralléle & P par une constante produisent des vecteurs encore paralléles a P.

La distance 6 du point M au plan P est egale a la norme du vecteur HM ou H est le projeté
orthogonal de M sur P. Comme HM = AK ou K est le projeté orthogonal de M sur la droite
perpendiculaire & P passant par A et comme 7 = €1 A €2 est de fait un vecteur directeur de cette
droite perpendiculaire, on obtient

Distance d’un point & un plan dans ’espace

0 =|(AM, @1 A @3)| = |det - 7 (AM, @1, @) (19)

[RVAR]

ENTRAINEZ-VOUS | On donne un point A(2,3,1) et une droite D passant par B(1,—2,1) et de
vecteur directeur @ = 7 + 7 — k. Calculer la distance de A a D.

REPONSE  On calcule successivement BA = 7+ 57, (BA, U)y=1+5=6,||d]|?=3,A=6/3=2.
Donc BH =27 +27 —2k. On en déduit les coordonnées de H : H(3,0, —1), et le vecteur AH = 7 —37 —2k.
La distance demandée est /1 4+ 9 +4 = /14.



Chapitre III

Intégrales et primitives

III.1 Deéfinition de ’intégrale

Quand on veut calculer :

— le travail effectué par une force sur un chemin donné,

— la distance parcourue par un objet en chute libre au bout d’un temps donné,

— la hausse des prix sur une période de temps pour laquelle on connait le taux d’inflation,

— et bien d’autres choses encore...
on a recours a un calcul d’intégrales. Nous allons donner une définition trés intuitive de lintégrale
d’une fonction continue, puis énoncerons ses principales propriétés utiles pour les calculs.

Définition II1.1. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. L’intégrale de f entre a et b
est Uaire algébrique délimitée par le graphe de f, l'aze des abscisses, les droites d’équation x = a

b
et x = b. Cette valeur, A sur la figure [[IL 1, est notée / f(z)dz.

F1GURE III.1 — Interprétation géométrique de 'intégrale d’une fonction positive

Par « algébrique », on signifie que les portions du graphe de f au dessus de 'axe des abscisses ont
une contribution positive et celles au dessous une contribution négative.

b
On convient de définir, lorsque b < a, la valeur de / f(x)dz par :
a

/abf(:n)dx - —/baf(:c)dx
45
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y=f(x)

FI1GURE II1.2 — Interprétation géométrique de I'intégrale selon le signe de la fonction intégrée

II1.2 Notion de primitive

I11.2.1 Généralités

Dans ce chapitre on rappelle la notion de primitive qui est fondamentale dans le calcul des intégrales.

Définition II1.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I
toute fonction F dérivable sur I telle que pour tout x élément de I, on a F'(z) = f(x).
Exemples III.3.

1. La fonction F : z + 22 est une primitive sur R de f: z — 322

1
2. La fonction F': x + — est une primitive sur |0, +oo[ de f: z— ——.
T x
3. La fonction F : x — 2% 4+ 5 est une primitive sur R de f: = — 2z.

Enoncons quelques propriétés des primitives :

Proposition III.4.

1. Si F et G sont deux primitives d’une fonction f sur un intervalle I alors F — G est constante
sur I.
De facon équivalente : les primitives de f sur I sont les fonctions de la forme F' + c ot F est
une primitive fixée et ¢ une constante quelconque.

2. Si F est une primitive de f et G une primitive de g alors F + G est une primitive de f + g
et Al est une primitive de A\f pour toute constante A.
Remarque II1.5. Une fonction qui admet une primitive sur un intervalle en admet donc une infinité.
Exemples III.6.
1. Les primitives de la fonction x — 7x* + 2123 sont les fonctions z %x5 + %x‘l +c, ceR.

2. On considére la fonction f définie sur ]0, +oo| par f(z) = 42 +3x+2+ 12, La fonction F(z) =
zt + %x2 + 22 + 15In(x) est une primitive de f sur ]0,+oo[. En outre, pour tout ¢ € R, la
fonction 2! + 322 + 22 4 151In(z) + ¢ est une primitive de f sur ]0, +oo].

Remarque III.7. Généralement on désigne une fonction par une lettre minuscule et une de ses
primitives (si elle en a) par la méme lettre majuscule (mais ce n’est pas une régle absolue et dans
tous les cas, il convient de bien préciser les notations).

I11.2.2 Existence de primitive

Le résultat suivant est central dans notre étude.
Théoréme II1.8. Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur 1.

Nous pouvons en déduire la conséquence suivante :
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Proposition IIL.9. Soit f une fonction continue sur un intervalle I, xg € I et a € R. La fonction f
admet une primitive et une seule F' sur I qui prend la valeur a au point xg.

Dans la pratique, on trouve les primitives de f en reconnaissant en f la dérivée d’une fonction usuelle
(a 'aide du tableau ci-dessous par exemple) ou plus généralement en utilisant de fagon inversée les
régles de dérivation. C’est ce que nous allons développer dans les deux prochains paragraphes.

I11.2.3 Primitives de quelques fonctions usuelles

En se référant au chapitre sur la dérivation on peut dresser le tableau suivant (un tableau plus complet
se trouve dans I’Annexe [C] page (7)) :

fonction f une primitive F'
xa—f—l
¢ (a#—1
ety | T
1
= 1
! u(la)
e’ e”
sin(z) — cos(x)
cos(z) sin(x)
sh(x) ch(x)
ch(z) sh(z)

Exemple II1.10. Soit f(z) = /z. Comme /z = /2, on en déduit que pour tout réel ¢ € R,

gt 2 s oo
F(z) = 7 1 +c= 3% + ¢ est une primitive de f sur ]0, +ool.
2
ENTRAINEZ-VOUS | En utilisant la linéarité (cf. (ii) de la premiére proposition), déterminer toutes

les primitives de la fonction suivante, définie pour x > 0 :

1
f(z) = o +4sinx.

REPONSE On utilise le tableau précédent pour obtenir les primitives de % et sinz. En utilisant le second
point de la proposition [[TL4] (c’est-a-dire des propriétés de linéarité), on en déduit que les primitives de f sont
les fonctions : 1

F(x) = aln(z) —4cosx + ¢, ceR.
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I11.2.4 Reconnaissance de la dérivée d’une fonction composée

La fonction f(x) = 2z cos(z?) n’apparait pas dans le tableau précédent, pourtant on y trouve une
fonction trés voisine, la fonction cos, dont les primitives sont les fonctions z +— sin(z) 4 ¢. Soyons
plus précis : on a f(x) = 2x cos(u(x)) o la fonction u(x) est donnée par u(r) = z2. Remarquons que
2z = u/(z), donc :

Fl@) = /(&) sin! (u(a)).
Ainsi, on reconnait dans ’expression de f la dérivée d’une fonction composée, en effet si :
F(z) = sin (u(z))
alors
F'(2) = (@) sinf (u(2)) = f(a)

par la formule bien connue de dérivation d’une fonction composée.
Conclusion : les primitives de f(x) = 2z cos(z?) sont les fonctions F(z) = sin(z?) + ¢, ¢ € R.

Il est donc indispensable de connaitre les primitives des fonctions usuelles et de se souvenir de la
formule de la dérivée d’une fonction composée :

(vo u),(x) = u'(z) v (u(z)).

Proposition III.11. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. St pour tout x € I on écrit
f(z) =/ (x) v (u(z)) alors les fonctions F définies par F(z) = v(u(z))+ ¢, ¢ € R, sont les primitives
de f surI.

Exemple IIL.12. Soit f(z) = 55. Ona f(z) = %.i((f)) = 1u/(2)g (u(x)) avec u(z) =a?+1let g
une fonction dérivable telle que ¢'(z) = 1. Si on pose g(x) = In(z), alors on en déduit que I'ensemble
des primitives de la fonction f sont les fonctions de la forme z — 2g(u(z)) +c¢ = $In(z?+1)+cot ¢
est un réel quelconque.

a . . . L. 2
ENTRAINEZ-VOUS | Déterminer toutes les primitives de f(x) = xze* .

REPONSE ~ On reconnait f(z) = 2u'(z)g’ (u(z)) avec u(z) = 2% et g(z) = ¢/(z) = e®. On en déduit que les

fonctions F(x) = %ezz + ¢, avec ¢ € R, sont les primitives de f sur R.

En pratique, on rencontre fréquemment des calculs de primitives de fonctions f qui sont de la forme
f(z) =d(x)(u(x))®*. Sia#—1alors F(z) = O%H(u(:c))c“+1 est une primitive de f sur [.
Exemple IT1.13. Soit f(z) = 22z + 1. On a f(z) = «/(x)u(z)"/? avec u(z) = 2z + 1 et donc
f(z) = v'(z)u(z)® avec o = 3. Les primitives de la fonction f sont donc toutes les fonctions de la

2
—(2x+1)% +c¢ ceR

1
forme F(z) = Oé—u(:c)o‘+1 +c= 3

+1

I11.3 Calcul d’intégrales

I11.3.1 Le théoréme fondamental du calcul intégral

Le résultat suivant permet de relier la notion de primitive a celle d’intégrale. Il est fondamental au sens
ou il montre que pour calculer effectivement la valeur d’une intégrale - autrement dit une aire sous la
courbe représentant une fonction f - il « suffit » de connaitre une primitive de cette fonction f...
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Théoréme I11.14. (Théoréme fondamental du calcul intégral). Soit f une fonction continue sur |a, b
et F' une primitive quelconque de f. Alors :

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Remarque ITI.15. Puisque deux primitives F' et G de f différent d’une constante, on a G(b)—G(a) =
F(b)— F(a) et il est clair que la formule dans le théoréme ne dépend pas du choix de F'. En fait, cette
formule pourrait étre prise comme une définition de l'intégrale.

b
Par convention on note [F(t)] = F(b) — F(a).
a
Remarque II1.16. On a pour toute fonction f contintiment dérivable sur [a, b] :

[ rwar=[s0]

Le théoréme fondamental du calcul intégral nous fournit un outil de calcul pour les intégrales :

= f(b) = f(a)

b
a

Calcul d’intégrale a ’aide de primitive
Pour calculer I'intégrale de f entre a et b, il suffit de déterminer une primitive de f sur cet intervalle
et d’appliquer la formule du théoréme fondamental du calcul intégral, Théoréme [11.14l

Réciproquement, le théoréme fondamental du calcul intégral, Théoréme [IL14] permet d’exprimer les
primitives de f a I'aide d’intégrales :

x
Corollaire II1.17. La fonction x — / f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en © = a.
a

I11.3.2 Les principales propriétés de l'intégrale

Proposition II1.18. Soient a, b et ¢ trois nombres réels, et soient f et g deuz fonctions. On a :

1. Linéarité de l'intégrale :

b b b
/uw+mmm=/fma+/g@%

/abkf(t)dt:k/abf(t)dt pour tout k € R.
/abf(t)dt:/acf(t)dt—i-/cbf(t)dt_

b b
Sia<betsif(z)<glx) pour tout x € [a,b], alors / ft)ydt < / g(t)dt.

2. Relation de Chasles :

3. Croissance de l'intégrale :

Exemple IT1.19. Soit f une fonction définie et continue sur R, et soit g la fonction définie sur R par

mm:/fWMt

Afin de calculer la dérivée de g nous ’écrivons sous la forme suivante (en utilisant la relation de

Chasles, Proposition [ILI§) :
= ’ f(t)dt — ’ f(t)dt.
9(x) /O (t) /0 (t)
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z
Pour z € R, notons F(z) = / f(t)dt. On a alors, pour tout =z € R,
0

D’apres le corollaire [ILIT7 on a F' = f de sorte que
g'(x) = 2ef(a?) — f(=).
Corollaire II1.20. Soient a et b deux réels tels que a < b, et f une fonction continue sur [a,b).

b
1. Si f est positive alors/ f(t)dt > 0.

2. Si|f] désigne la fonction valeur absolue de f alors

/ bf(t)dt' < [oa

3. Si pour tout x € [a,b] on am < f(x) < M alors

m(b— a) S/bf(t)dth(b—a).

Remarque III1.21. On a aussi :

— Si f est paire alors ft)dt = 2/ f(t)de.
—a 0

— Si f est impaire alors / ft)ydt=0.

a+nT

a+T
— Si f est périodique de période T et n € Z alors / ft)dt = n/ ft)de.

a

III.4 Techniques de calcul des intégrales

II1.4.1 Reconnaissance de la dérivée d’une fonction composée dans une intégrale

Le théoréme fondamental du calcul intégral, Théoréme [IL14] page @9, permet de disposer des tech-
niques vues pour le calcul des primitives. Tout particuliérement, il s’applique au calcul de I'intégrale
d’une fonction f qui se présente sous la forme de la dérivée d’une fonction composée.

Proposition IIL.22. On a / bu’(t)v’(u(t))dt: [v(u(t))} ,

a

s

2 .
Exemple II1.23. Calculons / cos(t)esm(t) dt. On reconnait, pour la fonction & intégrer, la dérivée
de la fonction composée exp osin. On en déduit donc que

™

/2 COS(t)eSin(t) dt = |:esin(t):|
0

=e—1.

(=T
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I11.4.2 Intégration par parties

b
Supposons qu’on cherche a calculer [ f(z)dx avec f qui se présente sous la forme f(z) = v/ (z)v(z).

La régle de dérivation d’un produit de fonctions donne :
(w)'(z) = v/ (z)v(@) + u(2)V'(2).

Autrement dit, v'v = (uv)’ — wv’. Puisqu’une primitive de (uv)" est évidemment la fonction uwv, si on
connait une primitive w de la fonction uv’ alors on en déduira une primitive de la fonction u'v, ce sera
uv — w. Cette technique est appelée méthode de primitivation par parties ou intégration par
parties lorsqu’elle est appliquée au calcul d’intégrale comme c’est le cas dans la proposition suivante.

Proposition IT11.24 (Intégration par parties). Siu et v sont continiment dérivables sur |a,b| alors :

Exemples II1.25.
1
1. Calculons ze” dx en remarquant que la fonction & intégrer est un produit du type u'v avec

0
o (x) = e et v(x) = z. La formule d’intégration par parties s’écrit

1 1 1 1 1
/ zetdz = [xex] — / e’dx = [we“”} — [ex] =e—e+1=1.
0 0 0 0 0

™
2. Calculons / e’ sinz dz en intégrant par parties : Posons u/(x) = e” et v(z) = sinz. Aprés la
0

premiére intégration par parties, on a :

™ - ™
(1) / e’sinzdx = [exsinx] —/ e’ coszdx.
0 0

0

Recommengons une intégration par parties avec u/(z) = e et v(x) = cosz. Alors :

s

™ ™ T ™
(2) / e’ cosxdx = {ex Cos x} - / e’(—sinz)dx = {ex Cos x} + / e’ sinz dx.
0 0 0 Jo

0

En substituant dans (1) le calcul de / e” cos x dz fait dans (2) on obtient :
0

™ T T ™
/ e’ sinrdr = [e”C sin m} — [e”C COS m} — / e sinz dzx,
0 0

dont on déduit le résultat :

™

T T
2 / e’sinzdz = [e”C sin m} — [e”C cos m} .
0 0 0

s
1
D’ofl,/ exsinxdx:§(e”—|—1).
0

K
ENTRAINEZ-VOUS | En utilisant une intégration par parties, calculer / rsinxdz.
0
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REPONSE  On pose v'(x) = sin(x) et v(z) = z. On a alors

™ 0 ™

/Oﬂxsinxdx = {x(—cosx)]o —/Oﬂ(—cosx)dx = [mcost + {Sinx} -

0

Le premier exemple et I’exercice précédent peuvent se généraliser au cas ot la fonction dont on cherche
une primitive est du type p(z)g(z) avec p un polynoéme de degré d et g une fonction dont on sait
calculer au moins d primitives successives : on obtient les primitives de p(z)g(x) aprés d intégrations
par parties successives ou on choisit toujours de dériver la partie polynomiale.

Exemple I11.26.

1 i 1
/(ﬂ:2+x+2)exdx = (x2+3:—|—2)e / 2z 4 1)e*dz (W' =€, v=242z+2)
0 - 0
i 1
e (aj2+$+2)e <|:21E+1 —/ QQJ:dIE) (u/:ex, U:2IE+1)
- 0
- 1 1
= (w2—|—x+2)e [(236—1—1 ] |:2€$]0: [(wQ—x—i—?))ex]O:?)e—?).

s

2
ENTRAINEZ-VOUS | De la méme facon que dans ’exemple précédent, calculer / (w2 —2z) cos x dx.
0

REPONSE

(22 — 2)sinzdz (v = cosz, v = 2% — 2z +2)

- /0% 2(— cosx) dz)

us
2

— {2 sin x}
0

/ (2% — 2z)cosxdr = —(1'2 — 2x) sin e|? -
o ! ]

e

(=TT
—~ 5—

e

[(Qz —9)(— cos:c)}

= —(z2 — 2x)sinx

L
o
(=)

B
el

—

= —(1'2 —2x)sinz|  + [(2xz — 2) cos z}
! lo

(=)

= —(z2 —2x — 2)sinx + (2x — 2)COS:C:|E
! 0
2

= — -

4

Dans tous les cas présentés ci-dessus, le choix de v’ et v dans la fonction & intégrer pouvait sembler
évident. En pratique, ce fait d’écrire la fonction & intégrer comme un produit ne saute pas toujours

aux yeux...
€
Exemple II1.27. Pour calculer In z dx on peut utiliser une intégration par parties : on remarque

|
que In(z) =1 x In(z) et on pose v/(z) =1 et v(x) = In(z). On a alors

/jlnxdxz [xlnx}j—/lex-%dx: {xlnx}j— [m]j =e—e+1=1.



Annexe A

Fonctions trigonométriques

Relations, valeurs de référence et décalages de phase

cos?f +sin®h =1

sin 6
tan @ =

cos 0

N o | T = | = | 7
6 4 3 2

COoS & 1 \/—g L 1 0
2 V2 2

sin « 0 1 L @ 1
2 V2 2

tan o 0 % 1 \/§

TABLE A.1 — Valeurs de référence du premier quadrant des fonctions sinus, cosinus et tangente

3 —a g N g ta | 71—« T+
cos(6) cos(@) | sin(a) | —sin(@) | —cos(a) | —cos(a)
sin(8) | —sin(a) | cos(@) | cos(a) | sin(a) | —sin(a)
tan(3) | —tan(a) tanl(a) ta; (1@) —tan(a) | tan(a)

TABLE A.2 — Relations entre les valeurs des fonctions sinus, cosinus et tangente en différents angles

o3
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Equations trigonométriques

cosa=cosb <= a=b+2km ou a=-b+2kr aveckecZ
sina=sinb <= a=b+2kr ou a=7—-b+2kr aveck € Z

tana =tanb <= a=b+km aveck €Z

Formules d’addition et de différence

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
sin(a — b)

cos(a+b

=sinacosb — cosasinb
) = cosacosb— sinasinb

cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb

tana + tanb

1 —tanatanb
tana — tanb

1+ tanatanb

tan(a 4+ b) =

tan(a — b) =
Formules de multiplication

cos(26) = cos?f —sin®f = 2cos?f — 1 = 1 — 2sin*f
sin(26) = 2sinf cos
2tan 6
20) = —— 7
tan(26) 1—tan?6
sin(360) = 3sinf — 4sin® 4
cos(30) = —3cos O + 4 cos® 0

Conversion produit / somme

1

cosacosb = 3 (cos(a —b) + cos(a + b)),
1

sinasinb = 5(005(@ —b) —cos(a +1b)),
1

sinacosb = §(sin(a +b) + sin(a — b))

cosp + cosq = 2 cos <1%> cos (%)

B . (p+a\ . (pP—q
cosp — cosq = —2sin — sin 5

sinp + sin g = 2sin (m <—>

p—q
COS
2 > 2
g o ,<P+Q> g (p—Q>
sinp —sing = 2 cos 5 Sin 5



Annexe B

Fonctions hyperboliques (hors
programme TCM)

Relations

ch?0 —sh?6 =1

ch® +shf = ¢
chf —shf =e"?

sh 6
thf = —
chd

Formules d’addition et de différence

sh(a +b) =shachb+chashbd

(a +0)

sh(a —b) =shachb—chashbd

ch(a +b) =chachb+shashb

ch(a —b) =chachb—shashb
tha 4+ thbd

h T

thia+0) = T et
tha —thb

h(g—b) = —— "~

thia =) = T amo

Formules de multiplication

ch(26) = ch?# 4+ sh?6 =2ch?f — 1 =1 +2sh? 9
sh(20) = 2sh6ché
2th @
1 +th%6
sh(36) = 3sh 6 + 4sh®6
ch(30) = —3ch# +4ch6

—+

)

)
h(20) =

)

)

95
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Conversion produit / somme

1

chachb= §(Ch(a+b)+ch(a—b)),
1

shashb = §(Ch(a+b) — ch(a — b)),
1

shachb = §(sh(a+b) + sh(a — b))

chptchg=2ch (1%) oh (g)

p

_l’_
()

chp —chg=2sh

(5725
oo (2390151
()2

shp —shq=2ch



Annexe C

Dérivées et primitives usuelles

fonction f dérivée f’
a (constante) 0
z 1
x® aze!
e’ e’
a” (a>0) In(a) o”®
1
In(z -
@ !
fonction f dérivée f’

o (z)v(x) + u(z)v'(z)

v(x) v(x)?
e u' ()
(=) 2/ u(x)

o7

fonction f dérivée f’
sin(z) cos(z)
cos(z) ~sin()
tan(x) 1 + tan?(x)
sh(z) ch(z)
ch(z) sh(z)
th(z) 1 — th?(x)

fonction f dérivée f'
In(u(x)) Zl((;”))

(@) ' () e
u(z)® au(z) u(z)*!
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fonction f une primitive ¥ fonction f une primitive F
a (constante) ax sin(x) ~ cos()
72
v 2
cos(z) sin(x)
N waJrl
¥ (as 1) a+1
tan(x) —In | cos(z)]
- In(|z[)
sh(z) ch(x)
e’ e’
e (a #0) lew ch(z) sh(z)
o
In(x) zln(z) — x th(z) In(ch(x))
fonction f une primitive ¥ fonction f une primitive F
o' (x) -1 u ()
— 1
ek e e )
/
u' () 2y/u(z) W (z) (@) eu(®)
u()
w(z)u(@)® |~ Jlr ()t u'(v(z)) x v'(x) u(v(z))
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